¢ ]l hamiltoniano de un sistema de dos niveles es:

h
H =22 (1)1 - 12)@). 1)

donde w es una constante y {|1),|2)} es una base ortonormal del espacio de Hilbert.
Considérese el operador a = |1)(2|, y su hermitico conjugado a’. A partir de ellos se
definen los operadores hermiticos A y B como:

A=a+a',
B =—-i(a-a").

En el instante inicial ¢ = 0, el sistema se encuentra en el autoestado del operador A con
autovalor 1.

a) Calctlense los valores medios de A, A? y la dispersién AA en un instante ¢ > 0.

b) Repitase el célculo para el operador B y compruébese la desigualdad de Heisenberg
para A y B.

Seccién 1

Los postulados fundamentales de la mecanica cuantica establecen que el estado de un
sistema se describe mediante un vector |(¢)) en un espacio de Hilbert. La evolucién
temporal esta gobernada por la ecuacién de Schrodinger:

L9
ih= (1)) = HIp(0))

La solucién formal para un hamiltoniano independiente del tiempo define el operador de
evoluciéon temporal:

El valor esperado de un observable O en un instante ¢ se define mediante el postulado de
Born:

(0) = (P(1)|O1p(1))

La dispersién (incertidumbre) AO del observable se obtiene a partir de su varianza esta-

distica:
A0 = /(0% - (0"

El principio de incertidumbre de Heisenberg generalizado para dos operadores hermiticos
A y B exige:

AAAB > %|{[A,f§])|
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El sistema de dos niveles estd definido por la base ortonormal {|1),|2)}. El hamiltoniano
del sistema es:

b= _h—w|1><1| —w|2><2l

A partir del operador d = |1>(2| y su conjugado hermitico @™ = |2)(1], se construyen los
operadores hermiticos A y B:

A =11)2] +2)(1]
B = —i|1)(2| +i]2)(1]

Seccién 2

En t =0, el sistema es autoestado del operador A con autovalor 1.

Alp(0)) = 1[3(0))
Expresamos el estado inicial en la base del sistema:
[$(0)) = c1]1) + c22)
Aplicamos el operador A:

(112l + 12)(AD (e1[1) + c2]2)) = c2|1) +€1]2)

Igualando componentes con el autovector:
co|1) + c1]2) = c11) + c22)
Se deduce la relacién entre coeficientes:
€1 =C2

Imponemos la condicién de normalizacién (1 (0)|y(0)) = 1:

|Cl|2 + |01|2 =

0) = —|1) + —|2
%(0)) \/_|>+\/_|>

Calculamos la evolucién del estado para t > 0 aplicando el operador de evolucién. Dado
que |1) y |2) son autoestados de H con autovalores —hw/2 y hw/2:

(1)) = et/ ( S+ 7|2>)

1cot/2 1 —iwt/2
[%(t)) = \/5 |1>+\/§ 2)



Procedemos al calculo de los valores esperados para el operador A.

A\ — i —iwt/2 i iwt/2 ) (i iwt /2 i —iwt/2 )
(A) (\/ie <1|+\/§e [ (11)€2] +12)<1)) o |1>+\/§€ 12)

<A> — (e—icut/2<1| + eiwt/2<2|) (e—icut/2|1> + eiwt/2|2>)

N

<A> — ( —iwt + eicot)

l\DI'—‘

(A) = cos(wt)

Calculamos el cuadrado del operador A:
A% = (1120 + 121D (11)¢2] + [2)(1])
= [1){1] +[2)€2|

A

A2

I
El valor esperado del cuadrado es:

(A% = (PO 1P(0))

(A% =1

Obtenemos la dispersién AA:
AA =+/1 — cos?(wt)

AA = |sen(wt)|

Replicamos el calculo analitico para el operador B:

(B) = [ze 21+ — mf/2<2|)< z|1><2|+z|2><1|>( 1) + — -lwf/2|2>)

[ 2 B V2

<E> — ( —lwt/2<1| +elw[/2<2|) ( la)[/2|1> + lelwt/2|2>)

N =

(B) =

( —icot +l-elcut)

l\DlI—l

(B) = —sen(wt)
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El cuadrado del operador B:

B? = (=i 1)€2] + i12)(1]) (—i[1)(2] + i[2)(1])

B? = 1)(1] + [2)¢2]

A

B2=1

El valor esperado y la dispersién:

(B* =1

AB =41 — (- sen(wt))?

AB = | cos(wt)|

Evaluamos el conmutador [A, E] para verificar el principio de Heisenberg;:

A A A A

[A,B] = AB - BA
AB = (1)¢2] + 12)1]) (—i[1)(2] + i[2)(1])
AB =i|1)(1] - i|2)(2]

BA = (—i|1)¢2] + i[2)(1)) (11)2] + [2)(1])

A A

A = —i|1)(1] +1]2)(2|

[A, B] = 2i(]11)(1] - [2)(2)

Calculamos el valor esperado del conmutador respecto al estado | (t)):

([A,B]) =2i (% - %)

([A,B]) =0

Calculamos el producto de incertidumbres:

AAAB = |sen(wt)|| cos(wt)|

1
AAAB = §| sen(2wt)|
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Sustituyendo en la desigualdad general de Heisenberg:

1
§| sen(2wt)| >0

Seccién 3 (Sintesis)

Los valores observables calculados en un instante t > 0 quedan caracterizados por el
siguiente conjunto de expresiones matematicas:

(A = cos(wt), AA =|sen(wt)]

(B) = —sen(wt), AB =|cos(wt)]

1
AAAB = §| sen(2wt)| > 0

El producto de las dispersiones satisface rigurosamente el limite inferior exigido por el
principio de incertidumbre de Heisenberg, el cual se vuelve trivialmente no restrictivo
(limite cero) en todo momento debido a que el valor esperado del conmutador se anula

para el estado particular dictado por el hamiltoniano H. La dindmica oscilatoria entre

observables no conmutativos A y B refleja la precesion del estado cudntico confinado bajo
simetria puramente unitaria entre las bases.

o Un sistema de dos particulas 1 y 2 de espin 1/2 esté en el estado:

9= 5|+ Dl +ile o) 419, @

siendo |0,0”) =|0)1 ® |0”)9, para 0,0" = +, donde 0z|+) = £|+).
Supdngase que medimos el espin de la particula 1 en la direccién z y el espin de la particula
2 en la direccién del vector unitario

n = (senB,0,cos6). (3)

Consideremos los sucesos en los cuales la medida de S; para la particula 1 da como
resultado +7/2.

a) ;Cudles son las probabilidades de obtener las dos posibles proyecciones del espin de
la particula 2 en la direccién del vector n? ;Cul es el valor medio de estas medidas?

Expresar el resultado en funcién del éngulo 6.

b) ;Cuél es el valor de 6 que hace maximo el valor medio obtenido en el apartado (a)?

Seccién 1

De acuerdo con los postulados de la mecanica cuantica, el estado de un sistema compuesto
por dos particulas de espin 1/2 se describe mediante un vector en el producto tensorial
de sus espacios de Hilbert individuales, H = H; ® Hs.



El operador de proyeccién asociado a la medida del espin de la particula 1 en la direccién
Z con resultado +7/2 se define rigurosamente como:

1:[1+ = |+)1{+]1 ®f2

La regla de Born establece que la probabilidad de obtener este resultado a partir de un
estado normalizado |¢) es el valor esperado del proyector:

P(1+4) = ($ITT14[9)

Inmediatamente después de la medida, el postulado de colapso dicta que el estado del
sistema se proyecta y debe ser renormalizado:

14 [9)
VP (1+)

Para la particula 2, el operador de espin en una direccién arbitraria 7 = (sen 6, 0, cos 0)
se construye como el producto escalar del vector n con el vector de matrices de Pauli

S = (85,5

¥’) =

A

Sustituyendo los operadores fundamentales de espin en la base de autoestados de S‘z:

. h h
Sy = 5 (senB6y + cos06;) = 5 [sen@ ((1) (1)) + cos§ ((1) —Ol)l

El operador total sobre el subespacio de la particula 2 se expresa entonces como la matriz:

9 |sen® —cosB

S'ﬁ _ Z (cos@ sen 0 )

El valor medio de un observable para un estado dado |p) se define mediante el producto
interno:

(Si) = (@ISile)

Seccién 2

El estado inicial del sistema bipartito es:

9= 5[+ DI+, il ) + |-, 4]

Aplicamos el operador de proyeccion I1;, sobre el estado inicial:

fl1,19) = 1+ +h 8 5) 5[ (14 DI#0 @ 1) + i1 8 1= + -1 @ [4+)s



Dada la ortogonalidad (+|-) = 0 y (+|+) = 1, el estado proyectado no normalizado
resulta:

fiy.lg) = 5[+ D1+, ) +il+,-)]

Factorizamos el estado de la particula 1 para aislar el estado de la particula 2:

fi1,l9) = 140 @ [ (L4 Dl + 1))

Calculamos la probabilidad de este suceso mediante la norma al cuadrado del vector
proyectado:

1+il> [i]* 12+12 12
P(1+)=T +§ = 1 +Z
2 1 3
P(l+)=—-+-=-
4 4 4

Obtenemos el estado normalizado de la particula 2 posterior a la medida, denominado

|%2):

11 . .
92) = ﬁi[“ +i)l+) +il-)

o) =1—+3i|+>+i

Vi

Procedemos a determinar los autoestados del operador S; resolviendo la ecuacién de

autovalores:
h (cos® senB \(a) _ N h(a
9 |\senf —cosf|\b] ~ ~9 \b

Para el autovalor +7/2, desarrollamos el sistema algebraico:

=)

acos® +bsenf =a

bsen6 = a(1 — cosH)

Expresamos las funciones trigonométricas en funcién del dngulo mitad:

b (ZSGIIQCOS g) =a (2se2n 9)
2 2 2

5 5
bcos— = asen —
2 2

Escogiendo la normalizacién a? + b? = 1, el autoestado |+, 1) es:
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o 0 6
|+,n) = cos §|+) + sen §|_>

Para el autovalor —1/2, la ecuacién matricial proporciona:

acosB +bsenb = —a

a(l+cosB) =—bsenb

a (2 cos? g) =-b (2 sen 9 cos 9)
2 2 2

C]

acos— = —bsen —
2 2

El autoestado |—, 1) correspondiente resulta:
> 0 6
—,n) = —sen —|+) + cos —|—
| ) sen 2| ) + cos 2| )
Calculamos la amplitud de probabilidad de obtener +#//2 en la direccién 7, dada por

(+,1lp2):

A, = (cos§(+| + seng(—l) (£|+> + L|_>)

V3 V3
A 1+1i 6+i 5
= ——— COS — — Sen —
V32 A3 2

La probabilidad asociada se calcula mediante el médulo al cuadrado de la amplitud:

62

S 1 6
P(+,n) = AA, = 3 ‘(1 + i) cos 5 +isen§

( 6)2 ( e 6)2]
cos —| + |cos— +sen —
2 2 2
C]

o1 G G G
P(+,n) = - cos® — + cos? = +sgn— + 2sen — cos —
3 2 2

o 1
P(+,n) :g

- 1
P(+,l’l) :g

5
1 + cos? 2 + sen@l

Aplicando la identidad cos?(8/2) = (1 + cos 6) /2, simplificamos la expresién:

- 1
P(+,l’l) :g

1 1
1+—-—+—-cosB +senb
2 2
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- 1 1 1
P(+,l’l) :§+ECOSQ+§SGHQ

Calculamos de forma anéloga la amplitud de probabilidad para el resultado —#/2:

- 6 6 1+ i
A_=(-,nlp2) = (— sen §<+| + cos 5<—|) ($|+> + @F))

1+1 6 i 6
A_=———sen— + — cos —

V32 V32
Determinamos la probabilidad mediante el médulo al cuadrado:

92

Lo 1 N
P(—,n) = g‘—(l+l)sen§+lCOS§

rend) (g eond)]
—sen—| +|—sen— + cos—
2 2 2

S 6 0 0 6 0
P(-,n) == s6n — + 560 — + cos? — — 2sen — cos —
3 2 2 2 2 2

P(_’ ﬁ) =

Wl

- 1
P(_’n) =§

5
1+sezn§ —sen@]

Introduciendo la identidad sen?(8/2) = (1 — cos0)/2:

5 1 1 1
P(—,n):§ 1+§—§cose—senel
S 1 1 1
P(—,n) = 5~ gcose— gsene

El valor medio analitico de la proyeccién de espin a lo largo de 7 se calcula combinando
estas probabilidades:

h S h S
(50) = 5P (i) + [~ PO

h
(Si) =5

1+lcos9+1sen9 — 1—lcose—lsene
2 6 3 2 6 3
nil2 2
(Si) = 5 [E cos O + gsenel

(Sz) = %(cos@ + 2sen6)



Para encontrar el 4ngulo 6 que maximiza este valor medio, derivamos la expresién con
respecto a 0 e igualamos a cero:

d h
E(Sﬁ> =3 (—senB +2cosB) =0
Resolviendo algebraicamente la ecuacién trascendente:

sen9 = 2cosH

tanf =2

Comprobamos que es un maximo derivando por segunda vez:

d2

@@‘ﬁ) = % (—cosB — 2sen0)

Puesto que para el primer cuadrante tan® = 2 = sen6 > 0,cos0 > 0, la segunda
derivada es estrictamente negativa, confirmando la existencia de un maximo global.

Seccién 3 (Sintesis)

N 1 1 1 h
P(+,n) = 2 + (E cos 6 + 3 5en 6) , (Sp) = g(cose +2senf), Opax = arctan(2)

El estado de la segunda particula tras la medida proyectiva de la primera exhibe una
polarizacion parcial en el plano x — z, cuantificada por el valor esperado dependiente del
angulo de observacién. La optimizacién diferencial revela que el valor medio se maximiza,
en el angulo que alinea perfectamente el eje de medida con el vector de polarizaciéon
efectiva (vector de Bloch) del estado cuédntico reducido.

e Una particula estd confinada a moverse en un pozo unidimensional 0 < x < a, de
anchura a, bajo la accién del potencial:

X . a
2V0—, si0<x<—,
a 2
V(x) =421, (1—5), sil<x<a, (4)
a 2
00, six<0ox>a.

Supéngase que Vj es una constante pequena. Utilizando teoria de perturbaciones, calci-
lense los niveles de energia a primer orden en Vj.

Seccién 1 La evolucién y el estado de un sistema cuantico conservativo se rigen por la
ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo. Para un sistema sujeto a un potencial
que difiere levemente de un sistema con solucién analitica conocida, el hamiltoniano total

se expresa mediante la suma del operador no perturbado PAIO y una perturbacion V:
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H=Hy+V

El hamiltoniano no perturbado correspondiente a una particula de masa m en un pozo
de potencial infinito unidimensional de anchura a se define en la regién 0 < x < a como:

h? d?

0=———=

2m dx?

Las funciones de onda propias no perturbadas satisfacen la ecuaciéon de autovalores
H0¢£10)(x) = E,E,O)l,b,(lo)(x) y estéan dadas por:

(0) 2 (l’lﬂ.’X)
X) =4/—sen|——
() \ﬁ :
Los autovalores exactos de energia del sistema no perturbado son:
© n2r2h2
" 2ma?

El postulado central de la teoria de perturbaciones independiente del tiempo sin degene-

L L4 rd . 1
racion establece que la correccion a la energia a primer orden E,(1 ) es el valor esperado del
operador perturbaciéon evaluado en los autoestados no perturbados:

EY = @) = / 39 )V (g (x)dx

La energia total del sistema cuantizado, truncada a primer orden, se define como:

E,~EY +E"

Seccién 2

Dado que las funciones de onda se anulan fuera de la regién 0 < x < a, expandimos
el producto interno dividiendo el dominio de integracién en las dos regiones donde la
perturbacién V tiene formas funcionales distintas:

a/2 x\ 2 nIx a x\ 2 nix
EY = / (2v6%) = sén (225 dx + / 2Wo (1= %) = sén (=) dx
0 al a a a/2 al a a

Aplicamos un cambio de variable en la segunda integral definido por x’ = a — x, lo cual
implica dx’ = —dx. Los limites de integracién cambian de [a/2, a] a [a/2,0]. Invertimos
los limites absorbiendo el signo negativo del diferencial:

a 2 a/2 v/ 2 !
[ ovo(u-3) e ("= [ ave 1 ) Db (MHEE v
a/2 a’ a a 0 a

Simplificamos el argumento algebraico dentro del potencial en el integrando:

11



a—x’'
1- ==
a a

Desarrollamos el argumento de la funcién seno cuadrado utilizando propiedades de perio-
dicidad y paridad:

nra —nrx’ nrx’
sen|—— | =sen|nmwT —
a a

nrx’

sen (1’177.' -

) = (-1)""sen (

nﬂx’)

Al elevar al cuadrado, el factor de fase dependiente de n se elimina rigurosamente:

2 nwx’ 2 (nmx’
sen | nmw — = sen
a a

La equivalencia formal de las dos integrales parciales permite combinar la expresién de la
correccién energética en una sola integral:

8V, %2 nwx
Er(ll) = —20/ X sén (—) dx
a 0 a

Aplicamos la identidad trigonométrica de reduccién de potencias para el seno cuadrado:

2 (NTTX 1 2nmwx
sen (T) =—1|1-cos

Sustituimos en la integral global y separamos en dos componentes algebraicos:

a/2 a/2
/ xdx — / X cos (2n7rx) dxl
0 0 a

Evaluamos la primera integral polinémica de forma directa:

a/2
/ xdx =
0

Evaluamos la segunda integral aplicando el método de integracién por partes. Definimos
los componentes y sus diferenciales:

4V,

(1) _
E,’ = 2

n

a/2 2

0 8

x2

Construimos la ecuacién de partes f udv = uv — f vdu:
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a/2 2NTX a/2 a2 g 2NTX
X cos dx = - —— sen dx
0 a 0 0 2nm a

El término evaluado en las fronteras se anula idénticamente ya que sen(n) = 0y sen(0) =
0:

a (2n7zx)
X sen
2nmw a

a?
——sen(nmw) -0 =0
dnm

Resolvemos la integral trigonométrica residual:

/a/2 a (2n7rx) a
- —— sen dx = ———
0o 2nmw a 2nm

Evaluando los limites en la funcién coseno obtenemos la dependencia de paridad del nivel
n:

a/2

a (21’177.')(3)
———cos
a

0

2

4n27?

a2

An27?

(D" -1]

[cos(nm) —cos(0)] =

Sustituimos ambas integrales resueltas en la expresion principal de la correccién a la
energia:

4Vy | a? a?

1 _ _
En = a2 | 8  4n272

(-n™-1)

Cancelamos el pardmetro de escala espacial a? e introducimos el factor frontal multiplica-
tivo:

oo Vo
2 n?r?

B - (-0"-1)

Reorganizamos el signo de la correccién de paridad para la presentacién analitica estandar:

Vo Vo

1) _
By’ = +m(1—(—1)n)

Sumamos la correccién tedrica E,(l ) al autovalor del oscilador libre para conformar la serie
perturbativa truncada.

Seccién 3 (Sintesis)
Resultado Final:
1’1271' 2h2 VO VO

—_— + —+
2ma? 2  n2x?

E, ~ (1-(=1)")

Justificaciéon Final: El corrimiento energético consta de un término constante uniforme
Vo/2 que domina en el limite cldsico (n — o), y un término discreto suprimido por 1/n?
que discrimina la simetria de la funcién de onda: se anula estrictamente para autoestados
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de paridad impar respecto al centro (donde n es par y la distribucién de probabilidad
esquiva el pico del potencial) y se magnifica para autoestados de paridad par.

¢ K]l hamiltoniano de un sistema de dos niveles es:
H =h (|1){1] +2(2)¢2]), (5)

donde {|1),|2)} es una base ortonormal del espacio de Hilbert bidimensional.

En el instante t = 0 medimos la energia E y los observables representados por los opera-
dores:

O1 = [1)(2] + |2)(1], (6)
Oz =1 (|1)€2| - [2)(1]), (7)
y obtenemos los valores medios:
7 3 3
®=1 o=t on=2 ®)

a) Obténgase el vector de estado en la base {|1),]2)} y los valores medios de O; y Og
para t > 0.

b) Compruébese que se verifica el teorema de Ehrenfest para O; y Oa.

Seccién 1

El estado de un sistema cudntico se representa mediante un vector |¥(t)) en un espacio
de Hilbert y su evolucién temporal estd gobernada por la ecuacién de Schrodinger:

. d A
ih—[¥(0)) = H|¥(1))

La solucién formal para un hamiltoniano A independiente del tiempo se obtiene mediante
la accién del operador de evolucién temporal unitario:

l’](t) — e—th/h

Dada una base de autoestados de la energia que satisfacen H|n) = E,|n), la expansién
del estado en un instante arbitrario es:

(1)) = > cn(0)e Ert/|n)

n

El postulado de Born define el valor esperado de un observable O hermitico como el
producto interno:

(0)(t) = (¥(1)|O1w(1))

La dindmica temporal de este valor esperado obedece rigurosamente el teorema de Ehren-
fest:

14



d A i, A A 30
E<O>=%<[H,O]>+<§>

Para operadores independientes del tiempo explicito (5@ /0t = 0), el sistema se rige
enteramente por el conmutador con el hamiltoniano. Los operadores del sistema en la
base ortonormal {|1),|2)} se definen como:

H = h|1)(1| + 2k|2)(2]
01 = |1)(2] + 2)(1]
0, = i]1)(2] - i[2)(1]

Seccién 2

Definimos el vector de estado en el instante inicial ¢t = 0 utilizando coeficientes complejos
polares:

[P(0)) =c11) +¢22) = rlei¢1|1> + r2ei§02|2>

La condicién de normalizacién del espacio de Hilbert impone:

2, .2 _
ri+ry =1
Aplicamos el operador hamiltoniano para calcular la energia media, asumiendo la dimen-

sionalidad esténdar (H) = %h:

(A = (W(0)] (RI1)(1] + 2112)(2]) [%(0)) = h(r} +2r3) = Zh

Resolvemos el sistema algebraico para las amplitudes de probabilidad:

7
r%+2r§:(r%+r§)+r§:1+r§:1

ra=- =r _ V3
27y 27
" S —
17y 179

Evaluamos los observables O; y Oyent =0 para determinar la fase relativa A = g2 — @y:

(O1) = (Z(0)|(11)¢2] + [2){L)¥(0)) = ciez + 51

= 2r1ry cos(@o — @1) =2 (1) (ﬁ) cos(Ap) = ? cos(Ap) = %

2/ \ 2
V3

= cos(Ap) = -

15



(02) = (P(0)|(i[1)(2] = {12)(1)[¥(0) = i(cies - c5e1)

= —2rirasen(ps — 1) = -2 (%) (?) sen(Agp) = —? sen(Ag) = ?

1
= sen(Ag) = —3

Las identidades trigonométricas fijan univocamente la fase relativa:

T
Ap=¢r—p1=—7%

Fijando la fase global arbitraria como ¢; = 0, construimos el estado inicial normalizado
exacto:

(o)) = 2 + Leimiog)

Aplicamos el operador de evolucién temporal U(t) para propagar el estado a t > 0:

1 . 3 . ) 1 . 3 .
|1P(t)> — §e—lht/h|1> + ge—lﬂ/Ge—tht/hm) — Ee—lt|1> + ge—l(2t+ﬂ/6)|2>

Calculamos los valores esperados dependientes del tiempo expandiendo los coeficientes
c1(t) y ca(t):

=—e
2

. 1.\ (V3 _ V3
Cl(t)CZ(t) = (Eelt) (_e l(2t+ﬂ/6)) 1 i(t+7m/6)

t+ =
6

A 3 _; 3 T

(02)(t) = ~2Im[c}(H)ea(1)] = ~2Im ge-l(”ﬂ/ﬁ)] - % sem (1 + %)
Procedemos a verificar el teorema de Ehrenfest derivando analiticamente los valores espe-
rados:

(O1)(1) = 2Re[c; (1)ea(1)] = 2Re [?e—wﬂ/ﬁ)] _ ? cos 1+ %)

%(OQ(I) = % l? cos (t + %)] = —? sen (t + z) = —<62>(t)

6
d A d [V3 T
a(OQ}(t) = a [7 sen (t + g)

= ? cos (t + %) = <él>(t)

Evaluamos los conmutadores formales en la representacién de Dirac:

[H,01] = h(11)(L] +212)2) (11){2] + [2)(1]) = (11)€2] + [2)(IDA(1)(1] +2[2)(2))
= h(|1)€2 +2|2)(1]) - ~(2[1)(2] + 12)(1])
= h(=]1)€2| +[2){1])

=ik (i]1)(2] - 1|2)(1]) = ihOy
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Desarrollamos la tasa de cambio prescrita por Ehrenfest para O1:

%(Uﬁ[, O1]) = %(ih@) =i%(03) = —(02)

Calculamos el segundo conmutador algebraico:

[F, Oa] = R(I1)(L] + 212)¢2]) ({11)(2] = 112)€1]) = (i[1)¢2] = {[2) (A1) R(1)(1] + 2[2)(2])
= ih(1)(2] = 2|2)(1]) - in(2[1)(2| = [2)(1])

= —in(|1)(2] + [2)(1]) = —ihO,

Desarrollamos la tasa de cambio prescrita por Ehrenfest para Oy:

%qﬁ,éz]) = %(—ih(A)l) = —i*(01) = (0y)

Seccién 3 (Sintesis)
Resultado Final:

|1P(t)> — %e—it|1> + ?e—i(2t+ﬂ'/6)|2>
(O1)(t) = g os (t + %)
(05)(t) = g en (t + %)

d 4 A A
—<O1>——<02>— <[H Oy A a<02>=<01>=%<[H,02]>

Justificacion Final: El vector de estado manifiesta una oscilacién de fase relativa, 1mpulsada
por la brecha energética AE = & entre los niveles, lo que induce una dindmica arménica,

acoplada en los valores esperados de 01 y O2 La correspondencia exacta entre las
derivadas explicitas de los observables y sus conmutadores confirma rigurosamente el
teorema de Ehrenfest, ilustrando que la evolucién unitaria cudntica preserva inalteradas
las estructuras de las ecuaciones de movimiento clasico correspondientes.

Un sistema de dos particulas de espin 1/2 interacciona de forma que el hamiltoniano tiene
la forma:
H=J Ox ® Ox, (9)

donde J es una constante.

En el instante t = 0 el vector de estado del sistema es:

1%(0)) = |+2,-2), (10)
siendo
|+2,-2) = |+2) ® |-2), (11)
con
Oz|£2) = £|+2). (12)
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a) Obténgase el operador de evolucién temporal y el vector de estado |(t)) para t > 0.
iPara qué valores de ¢ es |1 (f)) un estado factorizado?

b) Calctlese la matriz densidad reducida para la particula 1 para t > 0 y el correspon-
diente vector de Bloch. jPara qué valores de ¢ esta matriz densidad representa un
estado puro?

Seccién 1

El espacio de Hilbert total para un sistema bipartito compuesto por dos particulas se
construye mediante el producto tensorial de sus espacios individuales:

H =H, @ H,

La evolucién dindmica de un estado cuantico cerrado estd dictada por la ecuacién de
Schrédinger dependiente del tiempo:

. d A
in— (1)) = Hsb(1))

Para un hamiltoniano conservativo H, la solucién formal se obtiene mediante el operador
de evolucién temporal unitario:

U(t) = exp (—%ﬁt)

El estado global puro del sistema se representa mecanicamente estadisticamente mediante
el operador matriz densidad total:

p(t) = [(0) (P (D)

La informacién observable accesible inicamente mediante mediciones sobre la particula 1
se encapsula en la matriz densidad reducida, obtenida aplicando la traza parcial sobre el
espacio de Hilbert de la particula 2:

AL =Tolp()] = > (kalp(D)lks)
ke{+z,—z}

Para un sistema bidimensional (espin 1/2), cualquier matriz densidad reducida se para-
metriza univocamente utilizando el vector de Bloch a:

ﬁl(t):%(f+&~§)

Donde las componentes del vector de Bloch se extraen mediante el valor esperado de las
matrices de Pauli:

ai = Tr[61(t)6]
La condicién fundamental para que un subsistema describa un estado puro (lo que implica

que el estado global es factorizable y no entrelazado) exige la idempotencia de la matriz
densidad reducida, o equivalentemente, que la norma del vector de Bloch sea la unidad:

18



Tr(5}) =1 « |d| =1

Seccién 2

Sustituyendo el hamiltoniano H=J G ®0y, expandimos el operador de evolucién temporal
mediante su serie de Taylor:

. > 1 g\
U(t):Z;)H(—lﬁ) (65 ® &)

Sabiendo que el producto tensorial respeta la multiplicacién matricial y que el cuadrado
de una matriz de Pauli es el operador identidad I:

(6x®6,)2=062062=I0l

Separando la serie en potencias pares e impares, colapsamos la sumatoria en funciones
trigonométricas (férmula de Euler para operadores de involucién):

U(t) = cos (%) (I ®I)—isen (%) (6x ®6x)

Definimos la accién del operador de espin transversal &, sobre la base longitudinal de
autoestados de &:

Oxl+2)=|-2)

Propagamos el estado inicial [¢(0)) = | +2z) ® | —2) = | + 2, —Z) aplicando el operador
unitario resuelto:

900) = cos ) (71 +2) @11 -2) = tsen ] @l + 2y 241 =2
[%(t)) = cos (%) | +2,-2) —isen (%) | -z, +2)

El estado global es factorizable (producto tensorial estricto) exclusivamente cuando uno
de los coeficientes superpuestos se anula, destruyendo la correlacion entrelazada:

My (2] <o
COSs 7 = sen 7 =

La anulacién de cualquiera de las funciones trigonométricas ocurre en los multiplos enteros
de cuartos de periodo de la oscilacion:

Jt nmw nrh
= — ft=——, neZ
h 2 2J
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Para encontrar la matriz densidad reducida, primero formulamos el proyector total 5(t) =

[P ()P (D)]:

N Jt Jt
p(t):cos (h)|+z, —-Z2){+Z, Z|+sen(h)|—z,+z>( Z, +Z|

. Jt Jt
+icos (%) sen (ﬁ) (l +2Z,-2)(-2,+2| - | - 2, +2){+Z, —zl)

La traza parcial sobre el espacio de la particula 2 requiere el calculo de elementos ortogo-
nales en la base de Hs, obedeciendo Try(|a, b){c,d|) = |a){c|dpq:

P1(t) = (+z|20(t)| + z)2 + (—z|20(t)| — 2)2

Dado que (—z| + z) =0, los términos cruzados (coherencias) se desvanecen exactamante:

)I—Z)( zl1

) | + 2){(+z|1 + sen (J

A Jt
p1(t) = cos ( "

h

Procedemos a evaluar las componentes del vector de Bloch. Para la componente transversa
Ay, la traza involucra elementos diagonales cruzados de 0y:

Gy = Tt [B1(0)6x] = cos? (Jh ) (+26%] + 2) + sén (Jh ) (~2l6x] - 2) =

Para la componente transversa a,, la traza invoca los elementos diagonales de &y:

ay = Tr [p1(£)6y] = cos (J ) (+z]6y| + 2) + sén (J ) (-zl6yl —2) =

Para la polarizacién longitudinal a;, los elementos diagonales coinciden con los autovalores
de 6;:
z-

Jt
a; = Tr [61(t)6,] = cos? ( . ) (1) + Sen( ) (-1)
Aplicando la identidad trigonométrica fundamental para el &ngulo doble:

2Jt)

a; = Ccos (7

El estado local es puro si y solo si la norma del vector de Bloch es idénticamente 1:

2Jt
|a(t)|2—a +a +a, —cosz( h)
2 (2 1 = 2t nrt =t _nn'h nez
cos” | —| = = = - ,
h h 2J
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Seccién 3 (Sintesis)
Resultado Final:

U(t)—cos( ) —lsen(%) Oy ® Gy
| (t)) = cos (g) +2z, Z)-lsen(;)l—z +2)

p1(t) = cos? (h)|+z><+z|+sen( )I—Z>( z|

a(t) = (0, 0, cos (%))

nmh
lfactorizado = tpuro = (I’l € Z)

2J
Justificacién Final: El hamiltoniano de acoplamiento transverso de Ising induce oscila-
ciones de Rabi que entrelazan periédicamente las dos particulas, haciendo que el vector
de Bloch del subsistema 1 varie a lo largo del eje polar. La matriz densidad reducida
evidencia una pérdida de coherencia cudntica (estado mixto) para todo instante, excepto
en los polos de la esfera de Bloch, los cuales coinciden exactamente con los tiempos de
factorizabilidad del sistema completo.

e Una particula de masa m estd en el estado fundamental de un oscilador arménico
unidimensional de frecuencia w. En el instante de tiempo ¢ = 0 se aplica sobre ella una
fuerza adicional proporcional a la distancia x respecto a la posiciéon de equilibrio del
oscilador, que actta hasta el instante t = T. Dicha fuerza deriva del potencial:

V(t)=-Ax?, si0<t<T. (13)

Aplicando teoria de perturbaciones dependientes del tiempo a primer orden en A, obtén-
ganse las probabilidades de transicion desde el estado fundamental del oscilador en ¢ =0
a un estado excitado para t > T.

. Para qué valores de T' se maximiza la probabilidad de transicién?
Seccién 1

La evolucién temporal del sistema esta dictada por la ecuacion de Schrodinger dependiente
del tiempo:

i) = [Ho+ P (0)] 19(0)

El hamiltoniano no perturbado del oscilador arménico unidimensional y su espectro de
energias son:



El potencial perturbativo introducido explicitamente es:

V() = —A%% si0<t<T
10 en otro caso

Para evaluar la accién de la perturbacion, el operador posicion se define en términos de
los operadores de creacién y aniquilacién 4" y a:

X = a+a
2mw

La acciéon fundamental de los operadores de escalera sobre los autoestados de energia
obedece a:

alny =vVnln-1), d'n)=Vn+1n+1)

Seccién 2

Expandimos el estado del sistema en la base ortonormal de autoestados de Hy:

[W(6)) = > calt)e Et /M n)

n

Sustituyendo esta expansion en la ecuacion de Schrodinger y cancelando los términos
diagonales de Hy:

in Z én(t)e Ent/h|py = Z cn(D)e Bty (1) |n)

n

Proyectando por la izquierda con el estado (m| y definiendo la frecuencia de transicién
Wmn = (Em — Ep) /R

iném() = ) (m|V(0)|m)ca(t)e "

A primer orden en teoria de perturbaciones, fijamos la condicién inicial en el estado
fundamental C;O) (t) = dno, aislando la tasa de cambio de las amplitudes perturbadas:

iney (1) = (m|V (1)]0)eimo!

Integrando respecto al tiempo en el intervalo activo de la perturbaciéon ¢ € [0, T]:

1T :
e (T) = — /0 (m|V (t)|0yel“mo! dt

Expresamos el operador perturbacién utilizando los operadores de escalera:



Evaluamos la accién del operador cuadrético sobre el estado fundamental |0):

a’loy =0, a'aloy =0, aa’l0)y =10y, a0y =v2/2)

A h
V(1)10) = 25— (V2I2) + |0))

Calculamos los elementos de matriz (m|V (¢)|0) para estados excitados (m > 0):

- h
IV (0)10) = ~A— (V262 + Smo)

El tnico estado excitado accesible a primer orden es el estado m = 2. Extraemos su
elemento de matriz:

@IV (1)[0) = —AM

Determinamos la frecuencia de transicion entre el estado fundamental y el segundo estado
excitado:

5 1
E, —E 2hw — shw
6020: 2h 0:2 h2 :25{)

Sustituimos el elemento de matriz y la frecuencia en la integral temporal de la amplitud

sV (T):
1) h\/_ pi2et
(1= in ( 2mco) /0 dt

Resolvemos la integral exponencial:

T i20T
; e -1
/ el?wtdt — :
0 120

NG (ei2cuT _1) V2 ( 12‘°T—1)

2imw 20 Amw?

cs(T) =

La probabilidad de transicién a un estado excitado recae enteramente sobre Py_,o(T) =
1) 2
e (D)

2
V2 ) |ei2wT 1 2

Po2(T) = (4mco2

Expandimos el médulo al cuadrado del término dependiente del tiempo:

ei2eT _ 1|2 = (T —1)(e72*T — 1) =2 — 2cos(2wT) = 4se2n(coT)
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22

A2 sen?(wT)
16m2cw*

Poa(T) = ( ) 4sén(wT) = S

Para maximizar esta probabilidad respecto a la duracién T de la perturbacién, imponemos
la condicién trigonométrica maxima:

/4
sgn(coT):l = CUT=5+k7T, k € Zsg

Despejamos los tiempos que maximizan la excitacién del oscilador armoénico:

2k +1
L L PP
2w
Seccién 3 (Sintesis)
Resultado Final:
A2 sen?(wT) 2k + 1)
Po—o(T) = ool Tnax = —om (k € Zx)

Justificacion Final: La probabilidad de transicion obedece a una dinamica de oscilacién
periédica que refleja la resonancia de acoplamiento del operador par X2, el cual conecta
el estado fundamental exclusivamente con el estado excitado n = 2 conforme a las reglas
de seleccién. Los tiempos de maximizacién Ty, evidencian que el pulso temporal mas
eficiente para extraer energia del campo debe ser coherente con un miltiplo impar del
semiperiodo de la frecuencia de transicién wyy = 2w.

e Un sistema de dos particulas 1 y 2 esta en el estado

) = %uw ® [w) +[w) ® [v)), (14)

siendo |U) y |w) los siguientes vectores de un espacio de Hilbert bidimensional:

=% (1) w = (_11). (15)

Obténgase la matriz densidad reducida de la particula 1. Calctlese su vector de Bloch y
determinese si el subsistema constituido por la particula 1 estd en un estado puro o en
una mezcla.

Seccién 1

El estado global puro de un sistema cuantico compuesto bipartito se representa meca-
nicamente mediante el operador matriz densidad total en el espacio producto tensorial

H =H; @ Ha:

p =)@

La informacién observable del subsistema local 1 se obtiene trazando de forma parcial los
grados de libertad correspondientes al subsistema 2:
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p1 =Tra[p] = Z<k2|;5|k2>
R

La evaluacién de la traza parcial sobre productos tensoriales directos obedece axiomatica-
mente la regla de linealidad:

Trz (Ja){b| ® |c)(d]) = |a)(b|Tr (le)(d]) = [a){bl{d|c)

Para un sistema bidimensional general, la matriz densidad reducida resultante se parame-
triza univocamente mediante las matrices de Pauli & y el vector de Bloch real a:

Q!

)_1( l+a; ax-iay

Tolax+iay 1-aq

A 1 2 -
plz—(I+a- 5

2

La condicién necesaria y suficiente para que el subsistema se encuentre en un estado puro
exige la idempotencia de su operador densidad reducida, evaluada mediante la traza de
su cuadrado:

Tr(p) =1 & |5|2:ai+a§+a§:1

Seccién 2

Calculamos los productos internos fundamentales entre los vectores de la base proporcio-
nada para evaluar las proyecciones cruzadas:

(vlvy = %(1, —i) (1) = %(1 +1)=1
(wlw) = %(1,—1) (_11) = %(1 +1) =1
(wlv) = 5(1,-1) (}) Laey
(vlw) = %(1,—1’) (_11) = %(1 +1)

Construimos el operador densidad global para el estado superpuesto a partir de su defini-
cién:

p % (o) (v ® [w){w| + [v)(w] & [w)(v] + [w){v] ® [L) (W] + [w)(w| & |v){v])

Aplicamos la traza parcial sobre el subsistema 2 contrayendo el espacio de Hilbert iterati-
vamente:

pr = % (o) wlwlw) + [v)(w[(vw) + [w){v[(wlv) + [w)(w[(v[v))
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Sustituimos los escalares de los productos internos normalizados en la matriz reducida:

=3 (10061 + (557 1oyl + (157 lwd ol + o

Evaluamos las matrices diadicas de autoestados como representaciones bidimensionales
explicitas:
el =5 (i a0 =3 (i 7)
i
fo-s

w) ol = (_11) (a-0=; (_11 ‘ii)

Agrupamos los componentes matriciales diagonales de la expansién:

lw)(w|

N |

lv)(w| =

IR —1-i
ool +hoxel =3 (4 ) = (e T
2

Ponderamos las matrices de coherencia cruzada con sus respectivas amplitudes complejas:

L+1 141 -1-i
(55 porcwt = (5 7
1-i 1({1-i -1-i
(5wt =3 (205 7]
Sumamos los tensores de interferencia no locales para consolidar la matriz final:

o (=4t 5% )

Ensamblamos todos los términos constitutivos para la forma analitica de la matriz densidad
reducida:

(e 7

Extraemos los componentes del vector de Bloch igualando término a término con su
parametrizacién universal:
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1 1
5(1+az):§ = a; =0

_1_i=>a ia 2 i2
x — Wy =—7- — 1>
3 3

. (ax — iay)

—(ayx —iay) =

9 y
Aislamos la parte real e imaginaria para fijar las proyecciones transversales de polarizacién:

Ay = 2 Cl_2
X = 35 y_3

Calculamos la norma al cuadrado del vector resultante para someter a prueba la pureza
termodinamica:

2 2
2 2 8

>2 2 2 2 2
al*=ai+a;+a:=|(-=| +[(=] +0°==
a Y Z(3) (3) 9

Seccién 3
Resultado Final:

1 11 2 2 8
5= ,2 , "3.73), G=(==Z%0|, a*=-<1
a-( | a=(-330). @e=g

Justificacion Final: El subsistema correspondiente a la particula 1 se encuentra en un
estado mixto estadistico debido a que la norma al cuadrado de su vector de Bloch es es-
trictamente inferior a la unidad (8/9 < 1). Esta impureza local emerge fundamentalmente
de que el estado global es un estado no factorizable que codifica entrelazamiento cuantico
entre ambas particulas.

e Una particula de espin 1/2 se encuentra en el instante t = 0 en el autoestado de la
componente X del espin con autovalor +7/2.

A partir de ese momento, interacciona con un campo magnético B a través del hamiltoni-

ano: R
H=-ud-B, (16)

siendo 1 una constante y B un campo que vale:

B=(0,0,B), si0<t<T, (17)
B=(0,B,0), siT<t<02T, (18)

donde B es una constante.

a) Obténgase el vector de estado para t = 2T.

b) Determinese la probabilidad de que, al medir la componente x del espin en el instante
t = 2T, se obtenga de nuevo el valor +7/2.
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Seccién 1

La evolucion temporal del estado de un sistema cuantico esta determinada por la ecuacién
de Schrodinger dependiente del tiempo:

9 P
in= (1)) = H|¥(1))

Para un hamiltoniano constante por tramos, el estado se propaga mediante el operador
de evolucién temporal unitario:

U(t, ty) = exp (—%ﬁ(t - to))

El hamiltoniano de interaccién dipolar magnética se define mediante las matrices de Pauli

A

o:

A

Las matrices de Pauli en la base estdndar de autoestados de espin a lo largo del eje z,

{|+2),| —2z)}, son:
. (01 . (0 —i . (1 0
9% =11 0] 99 =li o) 9|0 -1

El operador exponencial para cualquier matriz de Pauli &, obedece a la identidad de
involucién (6’12 =1):
exp (iady) = I cos(at) + i&y sen(a)

Definimos la frecuencia de precesién fundamental para simplificar la notacién:

_ UB

YT

Seccién 2

Calculamos el estado inicial imponiendo la ecuacién de autovalores para la componente x
del espin con autovalor +7/2:

6x[(0)) = (+1)|¥(0)) = ((1) (1)) (2’) =(b)

a=b = |\P(O)):|+x):%(i)

Durante el primer intervalo 0 <t < T, el campo magnético es B= (0,0, B), resultando en
el hamiltoniano:

H = —uB&,
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El operador de evolucion para este intervalo de duracion T es:

Ui (T,0) = exp (—%(—,uB&z)T) = exp (iwTG,)

Expandimos el operador utilizando la identidad trigonométrica matricial:

Uy (T, 0) = I cos(wT) + i6 sen(wT) = (COS(COT) + isen(wT) 0 )

0 cos(wT) — isen(wT)
ein 0
:( 0 e—in)

Propagamos el estado inicial hasta el instante t = T':

" iwT iwT
wr) = oo = (o) 5 (1) = 5 (e

En el segundo intervalo T' < t < 2T, el campo cambia a B = (0, B, 0), estableciendo el
hamiltoniano:

El operador de evolucién para este segundo intervalo de duracién T se construye como:
~ i A A
Us(2T,T) = exp (—E(—/ABG),)T) = exp (iwT&y)

Desarrollamos el operador en funcién de la matriz Gy:

Us(2T,T) = I cos(wT) + i6y sen(wT) = ((1) (1)) cos(wT) + (_01 (1)) sen(wT)

Oy(2T.T) = ( cos(wT) sen(a)T))

—sen(wT) cos(wT)

Obtenemos el estado final en ¢t = 2T aplicando este operador al estado intermedio:

—sen(wT) cos(wT)| /5 \e~ieT

V2

cos(wT)e™T + sen(wT)e T
—sen(wT)e*T + cos(wT)e T

|W(2T)) = U (2T, T)|¥(T)) = ( cos(@T) Sen(coT)) 1 (ein )

1
|¥(2T)) = %

Para encontrar la probabilidad de medir el autovalor +7/2 en la direccién x en t = 2T,
evaluamos la amplitud de transicién hacia el estado | + x):

B 1 1 [ cos(wT)eT + sen(wT)e T
A = +x|¥E2T)) = % 1) (— sen(wT)eT + cos(a)T)e_in)

V2
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1 . . . .
A= 2 [cos(wT)e™T + sen(wT)e ™" — sen(wT)e™” + cos(wT)e ™|
Agrupamos los términos con exponenciales comunes:
1 . ,
A = 2 [(cos(wT) — sen(wT)) €“" + (cos(wT) + sen(wT)) e 7]

Desarrollamos las exponenciales complejas a través de la identidad de Euler (eiin =
cos(wT) +isen(wT)):

1
A = 3 [(coswT —sen wT)(cos wT + isenwT) + (cos wT + sen wT)(cos wT — isenwT)]

Expandimos ambos productos algebraicos término a término:

1

A = 2 (0032 wT —sen wT coswT + isenwT coswT — isgn a)T)
1

+ 5 (cos2 wT + senwT coswT —isenwT coswT — i sezn coT)

Cancelamos los términos cruzados opuestos y sumamos los restantes:

A = 3 [2 cos?(wT) — 2i se2n(coT)] = cos?(wT) — ise2n(coT)

La probabilidad se obtiene tomando el médulo al cuadrado de la amplitud A:

Py =A% = (cosQ(coT)) ( se2n(coT))2 = cos*(wT) + sgn(wT)

Aplicamos identidades trigonométricas de dngulo doble para compactar la probabilidad:

Py = (cosz(coT) + se21r1(coT))2 -2 sgn(coT) cos?(wT)
=1- % (2sen(wT) cos(wT))?

1
=1- g sezn(2coT)
Seccién 3 (Sintesis)
Resultado Final:

1 [ cos ('MT) el“T" +sen (% e i
|lp(2T)> = u T ﬂ MBT _:uBT
‘/_ —sen (T)e h 4+ CcoS (T)e h
1 2uBT
P, :1—§se2n( 'Mh )
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Justificacion Final: El estado final se genera a través de dos precesiones de Larmor
ortogonales y no conmutativas, proyectando al vector de espin progresivamente sobre la
esfera de Bloch. La interferencia resultante condiciona la probabilidad de recuperacion del
estado inicial a un valor acotado en el intervalo cerrado [1/2, 1], reflejando las defasajes
asimétricos inducidos por los diferentes ejes de rotacion.

e Un oscilador arménico unidimensional perturbado tiene el siguiente hamiltoniano:

P2 1
H=—+-mw?’X?+ Acosh X, (19)
2m 2

siendo A una constante pequeia.
Calciilese, a primer orden en A, la energia del estado fundamental del oscilador.
Seccién 1

La descripcion del sistema obedece a la ecuacién de autovalores de Schrédinger indepen-
diente del tiempo para el hamiltoniano total:

El hamiltoniano se descompone en una parte no perturbada, correspondiente al oscilador
armoénico cuantico, y una perturbaciéon aditiva:

V =AcoshX

Para resolver los elementos de matriz, los operadores hermiticos de posicién X y momento

P se transforman a la base de los operadores no hermiticos de creacién @' y aniquilacién
d, que satisfacen la relacién de conmutacién candnica:

[6,47T] =1
A h (e
X = —(a +a)
2mw

Debido a que la perturbacién contiene funciones exponenciales del operador posicion, se
requiere la identidad del teorema de Baker-Campbell-Hausdorff para dos operadores A y
B que conmutan con su propio conmutador ([[A, B],A] = [[A,B],B] =0):

A+B A, B -1[AB]

Seccién 2
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Expandimos la energia y el vector de estado en series de potencias del parametro de
acoplamiento A:

E,=E” + AEW + 222 + ..
1¥n) = [0y + Ay + 22n@) + ...
Sustituimos estas expansiones en la ecuacién de Schrodinger fundamental:
(PIO + /u?) (|n<0>> + /1|n<1>>) - (Eﬁf” + AE,Q”) (|n<0>> + /1|n<1>>)
Aislamos estrictamente los términos de primer orden en A:
Holn™) + V|n®) = B, |n®) + B, |n®))
Proyectamos por la izquierda con el autoestado no perturbado (n?|:

nO1Hn Dy + (n @V @) = EQ (n@nWy + EP (0@ |n®)

Aprovechamos la hermiticidad de H, para aplicar su accién hacia la izquierda, sabiendo
que (n(0)|I:IO = E,(qo)(n(o)lz

EQ (nOnWy + @7 n©®)y = EQ (n©nWy + EY

Cancelamos los términos analogos para obtener la expresion exacta de la correccién
energética a primer orden para el estado fundamental (n = 0):

Eg" = (0|V]0) = A(0| cosh X |0)
Expresamos la funcién hiperbélica en términos de operadores exponenciales:
o 1% %
coshX:§(e +e )

Definimos una constante escalar auxiliar y para agrupar las dimensiones del operador
posicién:

Sustituimos la definicién escalar en los operadores exponenciales:
e*X = exp (i)/dT + yd)

Asignamos las variables de la identidad de Baker-Campbell-Hausdorff como A= +yd’y
B = +yd, y calculamos su conmutador:

[A,B] = [+yad', +ya] = y?[a", 4]
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Aplicamos la relacién de conmutacién [a7,d] = —[a,4"] = —1:
[A’ é ] = _yQ

Evaluamos la forma factorizada de la exponencial del operador:

2

A A1 2 At A1
X = eiyaTeiyae—g(—y ) — oty gty ,5y

Calculamos el valor esperado del operador factorizado sobre el estado fundamental de
Fock |0):

(0[eX10) = e37”(0|e*7 % 2740y

Expandimos el operador de aniquilacion en serie de Taylor actuando sobre el vacio, lo que
aniquila todos los términos superiores (e*7¢|0) = |0)):

(0le*X|0) = e27°(0[0) = e2”

Reincorporamos ambos valores esperados exponenciales en el operador hiperbélico:

(0] cosh X|0) = % (<0|eff|o> + <0|e—ff|o>)

Sustituimos el valor original de la constante dimensional y?:

=— =exp|——
Y 2maw P dmw

Insertamos este resultado en la correcciéon de primer orden:

(1 h
EW = Jexp [——
0 P (4ma))

Sumamos la energia no perturbada del estado fundamental, E(()O) = %hw, para consolidar
el nivel energético final.

1 h
Ey ~ Eéo) + E(()l) = Ehco + /1exp (M)

Seccién 3 (Sintesis)
Resultado Final:

1 h
Ey ~ 57’—!0) + Aexp (m)
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Justificacion Final: La energia del estado fundamental sufre un desplazamiento positivo
intrinseco determinado por las fluctuaciones de vacio del campo, dado que el operador

cosh X involucra potencias pares de la posicién y favorece transiciones virtuales simétricas.
La utilizaciéon de la identidad del conmutador de Baker-Campbell-Hausdorff permite
desacoplar los operadores de creacién y destruccién, revelando un factor exponencial

puramente escalar dependiente de la longitud natural del oscilador \/2/mw.

 Un sistema de dos particulas de espin 1/2 tiene por hamiltoniano:
H =151z + €252, (20)

donde €1 y €2 son dos constantes reales, y S1; y Soz son las componentes a lo largo del eje
Z de los operadores de espin de las dos particulas.

En el instante inicial el sistema se encuentra en el estado:

1
%(0)) = % ([+=) +1-+))., (21)

siendo
l+-) =+ ®[-), |=+) = =) ®[+), (22)

donde |+) son los autoestados del operador S; con autovalores +7/2.
a) Obténgase el estado del sistema en un instante de tiempo ¢ > 0.

b) Supéngase que medimos el espin total S = §1 + §2 en el instante t > 0. ;Qué
resultados podemos obtener y con qué probabilidades?

c) Obténganse los valores de t para los cuales el espin total es nulo.
Seccién 1

La evolucién de un estado cuantico esta gobernada fundamentalmente por la ecuacién de
Schrodinger dependiente del tiempo:

9 P
in=®()) = H¥(1))

Para un hamiltoniano conservativo, la integracion directa genera el operador de evolucion
temporal unitario:

U(t) = exp (—%ﬁt)

El hamiltoniano del sistema y las ecuaciones de autovalores de la base desacoplada para
los espines se definen como:



Para determinar el espin total del sistema, se define el operador compuesto y su magnitud:

S?|S, M) = S(S + 1)}?|S, M)
La transformaci6én unitaria hacia la base acoplada (coeficientes de Clebsch-Gordan) para

dos espines de magnitud 1/2 divide el espacio de Hilbert en un estado singlete (S =0) y
estados triplete (S =1):

[1,1) = |+ +)
1,0y = = (|4 =)+ —+)
AN
L-1) =] - )

|o,o>:%<|+—>—|—+>>

Seccién 2

Evaluamos la accién del operador hamiltoniano sobre cada componente de la base desaco-
plada que conforma el estado inicial:

H|+-)= (EIZ ~ Ezg) |+-) = §<s1 — &) +-)
Al -+ = (—elg . 522) T

Definimos una frecuencia natural caracteristica para simplificar la notaciéon de las fases
relativas:

1
w==(e—¢
2( 1—€2)
Aplicamos el operador de evolucién temporal al estado inicial dado [ (0)):

1
V2

Propagamos las fases explicitas utilizando los autovalores deducidos:

(I+=)+1=+)

[p(t)) =U(t) l

B0} = 2 (e + ) + €)= +)

\/_
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Invertimos el sistema de ecuaciones de la base acoplada para expresar los vectores desaco-
plados en términos de espin total:

|+—>=%(|1,o>+|o,o>>

|—+>=%<|1,o>—|o,o>>

Sustituimos estas representaciones algebraicamente exactas en el vector de estado tempo-
ral:

_L —iwti iwti
|¢(t)>—\/§[e \/§(|1,0)+|0,0>)+e 5

Reagrupamos iterativamente los términos en funcién de los estados de espin total:

(11,0) - o, 0>)l

|‘l,b(t)> — % (e—icot + eiwt) |1’0> + % (e—icot _ eicot) |0’ 0>

Condensamos los coeficientes exponenciales utilizando la identidad trigonométrica de
Euler:

[(t)) = cos(wt)|1,0) — isen(wt)|0,0)

Extraemos las probabilidades midiendo el observable de momento angular total S2 proyec-
tando sobre los autovectores correspondientes:

P(S =1) = [{1,01(£))|* = cos’ (ewt)

P(S = 0) = (0,09 (6))[? = sén(ct)

Imponemos analiticamente la condicién de espin total nulo:

P(S=0)=1 = sén(wt) =1
Despejamos la fase requerida para la inversién total de probabilidad:

wt=%+kn’ Vk € Ny

Sustituimos la frecuencia de oscilacién w para aislar los instantes de tiempo ¢:

. k+1)m  (2k+r
B 2w - €1 — &

Seccién 3 (Sintesis)
Resultado Final:
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(1)) = cos (@) I1,0) — i sen (@) 10,0)
P(S =1) = cos? (@) , P(S=0) = sén (@)
b= VT g 010,

€1 — &9

Justificacién Final: La diferencia de los acoplamientos energéticos (€1 # €) rompe la
simetria de intercambio del sistema, generando una evolucién de fase relativa que induce
transiciones oscilatorias (oscilaciones de Rabi) entre el estado triplete S = 1 y el estado

singlete S = 0. Como resultado, la magnitud del momento angular total S? no se conserva,
provocando que el espin total del ensamble fluctie periédicamente hasta anularse por
completo en instantes discretos.

e En un espacio de Hilbert de dimensién dos, considérense los observables:
3 0 1 1 0 —-2i
A:(o —1)’ B:(l —1)’ C:(Zi 0)- (23)

El sistema esta caracterizado por una matriz densidad p, tal que en ella los observables

A, B y C tienen los siguientes valores medios:
1
(Ay=2. B)=5 (O)=A4A (24)

siendo A una constante real no negativa.

a) Determinese, en funcién de la constante A, la matriz densidad p y el correspondiente
vector de Bloch.

b) ¢Son posibles todos los valores de A?

Seccién 1

El formalismo de la mecanica cuantica establece que cualquier estado mixto o puro de un
sistema en un espacio de Hilbert bidimensional puede ser representado por una matriz
densidad hermitica, semidefinida positiva y de traza unitaria.

Tr(p) =1

det(p) >0

Para un sistema de dos niveles, la matriz densidad admite una expansién exacta en la
base formada por la matriz identidad y el vector de matrices de Pauli.

)

!

A—l(f+7
P=3
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El vector real tridimensional es el vector de Bloch, cuyas componentes parametrizan el
estado del sistema.

F=(r,ry,17)

a- = (a-x, a-y, a-z)

La restriccion fisica de que las probabilidades no pueden ser negativas requiere que la
longitud del vector de Bloch no exceda la unidad.

22 _ .2, .2, 2
7| =ri+r,+r; <1

El valor medio de un observable cuantico arbitrario se define axioméaticamente mediante
el funcional traza del producto entre la matriz densidad y el operador asociado.

(0) = Tr(p0)

Seccién 2 Las matrices de Pauli constituyentes son las generadoras fundamentales del
lgebra del grupo SU(2).

. (01
=i 9
. (0 =i
y=li o
. (10
oo )

Descomponemos sisteméaticamente cada uno de los observables dados en esta base matricial
completa para simplificar el calculo de las trazas. Para el observable A:

)

A=1+25,
Para el observable B:
A 1 1 01 1 0
B=[i 4)=(1 o)+ 3
B=6,+6,

Para el observable C:



Evaluamos el valor medio de A introduciendo la expansion del vector de Bloch y aplicando
linealidad sobre el operador traza.

(A) = Tr (%(f +7-6)(I + 2az))

(A) =3 | T(D) 4 2Tx(6) + 3 1 Tr(6)) +2 ) 1y Te(8562)
J J

Invocamos las propiedades canénicas de traza nula de las matrices de Pauli y la relaciéon
de ortogonalidad matricial.

Te(I) =2
Tr(6;) =0

Tr(&jﬁk) = 25jk

Sustituimos estas identidades en la expansién del valor medio de A.
A 1
(A) = g [2+0+ 0+ 2r;(2)]

(A) =1+ 2r,

Igualamos este resultado al valor medio medido experimentalmente, aislando asi la com-
ponente polar del vector de Bloch.

14+2r,=2

’/‘225

Calculamos de la misma manera el valor esperado para el observable B.
N 1 A - = ~ ~
(B) ="Tr (5(1 +r-0)(0x + oz))

By =5 |Tr(6) + Te(62) + 31y Te(6,6) + 37y Te(862)
J J

Aplicamos nuevamente las identidades de traza, eliminando los términos no diagonales.
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~ 1
<B>:§[0+0+2rx+2rz]

<§> =TI +71y
Sometemos el resultado a la condicién frontera impuesta por el problema.
1

Insertamos el valor previamente derivado para la componente r,, determinando la coorde-
nada ecuatorial x.

Procedemos a evaluar de forma anéloga el valor medio para el observable C.

(6 =Tr (%(i L7 5)(2@))

~ 1 R A
(C) = 5 2Tr(Gy) + 22 ri Tr(6;0y)
J

El algebra de trazas reduce la expresién exclusivamente a la componente ortogonal en el
eje y.

(C) = % [0 +2r,(2)]

(C) =2y

Asociamos esto a la constante paramétrica definida.

2ry = A

A
ry—a

Agrupamos los escalares calculados para construir el vector de Bloch del sistema.

- Al
= 0,_5_
053]

Reconstruimos la matriz densidad § a partir de su definicién y del vector de Bloch obtenido.
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unitario.

Para garantizar que esta matriz represente un estado fisico valido, la norma euclidiana del
vector de Bloch en la esfera geométrica asociada debe obedecer la cota superior del radio

22 _ .2, .2 2
7| =retry, tryg

Q AV (1)
F2=02+ =] +(=
2 2

. A? 1
FI>=—+ =
4 4

Imponemos la desigualdad estructural sobre el vector de estado
21
—+-<1
4 4
A’ +1<4

A’ <3

Extraemos la raiz cuadrada respetando la precondicién inicial establecida que declara a
A como una constante real no negativa.

~V3<A<V3

Seccién 3 (Sintesis)
Resultado Final:

[
1
4

>

0
Il
—
—

NI

), 7:(0,%,%), A€ [0, V3]
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Justificacion Final: La matriz densidad obtenida consolida la estructura del estado mixto
subyacente donde las amplitudes coherentes son fijadas algebricamente por la base del
grupo SU (2). La restriccién sobre el pardmetro geométrico A se deduce directamente del
requisito axiomatico de semidefinicién positiva para la matriz densidad, confinando las
posibles purezas del estado en el interior y la frontera de la esfera de Bloch.

e Un sistema estd constituido por dos particulas 1 y 2. La particula 1 tiene espin 1/2,
mientras que la particula 2 tiene espin 1.

El hamiltoniano del sistema es:
H=«a (Sfx + Sfy) + B (Siz + Saz) , (25)

donde a y 8 son dos constantes reales.

Aqui, Six, S1y y S1z son los operadores de espin de la particula 1 a lo largo de las direcciones
X,y y Z, respectivamente, y So, es la componente zZ del operador de espin de la particula
2.

Determinense los niveles de energia del sistema y su degeneracion.
Seccién 1

La estructura de los sistemas cuanticos compuestos se rige por el producto tensorial de
los espacios de Hilbert individuales. Para dos particulas distinguibles, el espacio total es:

7{=7'{1®7‘{2

La dimensién del espacio de Hilbert depende de los nimeros cuanticos de espin $; y Ss:

dim(H) = (251 + 1) (252 + 1)

El estado del sistema compuesto se expande en la base desacoplada, donde los operado-
res de momento angular y sus proyecciones en el eje de cuantizacién z son diagonales
simultdneamente:

|my, ma) = |51, my) ® |sg, ma)

Las relaciones de conmutaciéon candnicas garantizan la existencia de esta base comin:
A2 A
[S 1> Slz] =0
[52,85;]1 =0
29 2Z -

[SliaSQj] =0 Vla.} € {X,y,Z}

Las ecuaciones de autovalores fundamentales para estos operadores hermiticos son:

§J2|m1,m2> =5;(sj + D)R%|my, my)

Sjzlm1, mg) = mjh|my, mo)
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El operador hamiltoniano que gobierna la dindmica y energia del sistema se define como:
H=«a (S‘fx + Sfy) +8 (Slz + §2Z)
El espectro de energia se obtiene resolviendo la ecuacién de autovalores del hamiltoniano:

H|m1a m2> = Eml,mg |m13 m2>

Seccién 2

Descomponemos el operador del momento angular total al cuadrado para la particula 1
en sus componentes cartesianas:

82 _ &2 , &2 , &2
S1 =Six + 51y + 517
Despejamos la suma de las componentes transversales presentes en el hamiltoniano:
a2, &2 _ &2 &2
Six + 51y =51 — Siz

Reescribimos el operador hamiltoniano estrictamente en términos de observables mutua-
mente conmutables:

PI = (5‘112 - Slzz) + 6 (Slz + SQZ)
Aplicamos el hamiltoniano sobre un estado genérico de la base desacoplada:
H|my, my) = [05 (Sf - 5“122) +8 (§1z + §2z)] |my, my)

Distribuimos la accién de los operadores reemplazandolos por sus respectivos autovalores
escalares:

Hlmi, mg) = [at (s1(s1 + D)A® — m2RA®) + B (mih + mah) | [my, my)
Factorizamos las constantes fisicas fundamentales:
Em,.m, = ah? (s1(s1+1) - mf) + Bh(my + my)

Para la particula 1, introducimos el valor explicito de su espin §; = 1/2:

3

s1(s +1)—1 1+1 =
1ot 212 T4

Determinamos los valores posibles de la proyeccién m;:
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Calculamos el cuadrado de la proyeccién magnética, el cual es degenerado para ambos

signos:
) 1\ 1
2 4

Sustituimos estos escalares en la contribucién transversal del hamiltoniano:

3 1 2 1
Sl(S1+1)—m%:Z—Z:Z:§

La expresion de la energia se simplifica introduciendo este término constante:

1
Em,my = 50(?12 + Bh(m; + my)

Determinamos la dimensién exacta del espacio de estados utilizando los espines dados
S1:1/2yS2:12

dim(H) = (2 (%) + 1) (2(1) +1) = (2)(3) = 6

Establecemos el conjunto de valores permitidos para la proyecciéon ms:

my € {1,0,-1}

Calculamos la energia para cada uno de los 6 estados de la base. Para |1/2,1):
1 1 1 3
Eijo1 = —ah®+Bh|=+1| = =ah® + =ph
1/21 = 5 B (2 ) 5 5P

Para el estado |1/2,0):

1 1 1 1
E1/2,0 = 56(7’-12 + ‘Bh (5 + O) = 50(?12 + E‘Bh

Para el estado | —1/2,1):
1 1 1 1
E_ 151 = —ah®+ph|—= +1| = ~ah® + =Bh
1/2,1 205 B ( 2 ) 205 2,3
Para el estado [1/2,—1):

1 1 1 1
E1/2,—1 = 50(”—12 + ﬁh (5 — 1) = 50(7’—12 — 567’_1

Para el estado | — 1/2,0):
1 1 1 1
E_ = —ah®+ph|-=+0| = —ah®- =ph
1/2,0 205 B ( 5 ) 205 2,3
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Para el estado | — 1/2,-1):

1 1 1 3
E_1/2’_1 = 50(7’—12 + Bh (—5 — 1) = 50(1’7.2 - Eﬁh

Agrupamos los niveles de energia resultantes para determinar sus respectivas degeneracio-
nes g;:

1
By = sah’+ gﬁh S 1/2,1)

1 1
E2:§ah2+§[3h —  [1/2,0),] - 1/2,1)

Es = 10(?12 - %5;& —  [1/2,-1),] - 1/2,0)

2
1 3
Es=-ah’*-Bh — |-1/2,-1)
2 2
Seccién 3 (Sintesis)
Resultado Final:
1
Ei = —ah® + §,6’h (g=1)
2 2
1 1
Ey = —ah®+ =fh =2
2 205 25 (9=2)
1 1
E3 = —ah® - =Bh =2
3 205 25 (9=2)
1 3

E,=~ah®-= =
4= Zah’ = 2Bh (g=1)

Justificaciéon Final: El término transversal del hamiltoniano, que normalmente induce
acoplamiento de espines, degenera en una constante escalar puramente aditiva para la
particula de espin 1/2, preservando la simetria rotacional alrededor del eje z. Esto
garantiza que los autovectores permanezcan estrictamente en la base desacoplada, donde la
degeneracién surge exclusivamente de las combinaciones algebraicas idénticas del momento
magnético total M = m; + ms.

o En el intervalo de tiempo 0 < t < T, una particula de espin 1/2 se mueve bajo la accién
de un campo magnético

B = (B,0,B). (26)
El hamiltoniano de la particula es:
H=-huB -3, (27)

donde Ay es el momento magnético de la particula.
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a) Obténgase el operador de evolucién temporal U (¢).

b) En el instante inicial t = 0, la particula est4 en un estado en el que la componente
Z del espin vale S, = +h/2. Calcilese la probabilidad de obtener S, = +h/2 y
S; = —h/2 cuando se efecttia una medida para t > T.

c) ;Cudles son las probabilidades de medir Sy = +#1/2 y Sx = —h/2 después de actuar

el campo magnético?

Seccién 1

La evolucién temporal de un estado cudntico |¥(t)) en presencia de un hamiltoniano
conservativo estd dictada por la ecuaciéon de Schrodinger dependiente del tiempo:

0 A
ih=, [¥(1)) = H[¥(1))

La solucién formal a esta ecuacién diferencial define el operador de evolucién temporal
unitario U (t, ty). Para un hamiltoniano independiente del tiempo, tomando ty = 0:

U(t) = exp (—%I:It)

El operador de espin S para una particula de espin 1/2 se expresa en términos del vector
g:

de matrices de Pauli

!

9N
Il
N | St

Las matrices de Pauli en la base candénica de autoestados de S‘z (donde |+z) = ((1)) y

=) = (‘f)) son:

. 0 1
9% =11 0
R (=
»=li o
. 1 0
=5 )

Estas matrices obedecen las relaciones fundamentales de anticonmutacién que definen el
algebra tensorial del espin:

(61,65} = 26;1

El hamiltoniano magnético A correspondiente al momento magnético intrinseco en el
campo B = (B, 0, B) es:

46



H = —hu(B&y + B6;) = —huB (6 + 63)

Debido a que el campo magnético se apaga estrictamente para t > T, la evolucién del
estado por la accién del campo ocurre inicamente en el intervalo 0 < t < T. Tras este
periodo, el estado permanece estacionario. El problema exige determinar el estado final y

proyectarlo sobre las bases de autovectores de S; y Sx para hallar las probabilidades de
medicion.

Seccién 2

Para calcular el operador de evolucién temporal ﬁ(t), procedemos a expandir la exponen-
cial matricial en serie de Taylor:

0w =Y (5] A

n=0 '

Requerimos evaluar las potencias iterativas del hamiltoniano. Calculamos en primer lugar
el cuadrado de H:

A? = h2u2B2(6y + 6,)?

Desarrollamos el binomio de operadores aplicando su no conmutatividad explicita:

Utilizamos la relacién de anticonmutacién {Gy,5;} = 6x0; + 6;6x =0y el hecho de que
A2 _ 7.
o =1I

(Ge+6)=T+T+0=2[

Sustituyendo esto en la expresién de H?, definimos una frecuencia caracteristica de prece-
sion Q:

A? = 2n’u?B%
Q = uBV2

A2 =n2Q’l

Este resultado implica que todas las potencias pares del hamiltoniano son proporcionales

a la identidad, y las potencias impares son proporcionales a H mismo. Separamos la serie
de Taylor en términos pares (n = 2k) e impares (n =2k + 1):

00 1 it 2k 00 1 it 2k+1
U(t) = B LR ST L F2k+1
(®) ;)(21{)!( h) ;(2k+1)!( h)
Introducimos las potencias evaluadas H? = (hQ)%¥] y A%+ = (hQ)?*H:
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o (FDF k (-1)F -
_;) i (Qt)? I——HZ( 1)'(91:)2 1

Reconocemos en estas series las expansiones de Taylor clasicas para las funciones trigono-
métricas cos(Qt) y sen(Qt):

A

A A H
U(t) = cos(Qt)] —isen(Qt)—
(t) = cos(QN)] — isen (1) =
Inyectamos la definicion original de H en la fraccién que acompaifia al término seno:

H -huB(6yx + &) .
— = =——(6x+6
nQ huBV2 V2 )

Reemplazamos esta fraccién en el operador de evolucién, obteniendo la forma analitica de
U(t):

U(t) = cos(QN)I + é sen(Qt) (6 + 67)

Construimos la representaciéon matricial 2 X 2 de este operador utilizando las matrices de
Pauli explicitas:

Ut) = (COSE)Qt) cos?Qt)) \;_sen(Qt) ( —11)

cos(Qt) + % sen(Qt) % sen(Qt)

% sen(Qt) cos(Qt) — % sen(Q1)

U(t) =

En el instante inicial { = 0, la particula se encuentra en el autoestado superior de S'z:

B(0) = |+5) = (3)

Para un tiempo de mediciéon posterior ¢ > T, la evolucién completa producida por el
campo es equivalente al estado en el limite temporal T, ya que el campo cesa. Aplicamos

U(T):
L sen(QT) 1
b

0s(QT) + % sen(QT) 5

L sen(QT) cos(QT) — % sen(QT)

W(T)) = U(T)|%(0)) = (
V2

cos(QT) + é sen(QT)

% sen(QT)

Calculamos las amplitudes de probabilidad proyectando el estado sobre los autoestados
de S;:

W(T)) =
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(+2[%(T)) = cos(QT) + % sen(QT)

(=o[®(T)) = é sen(QT)

Determinamos las probabilidades extrayendo el médulo al cuadrado de cada amplitud
compleja:

P(S, = +1/2) = |[{+,|¥(T))|? = cos?(QT) + %sezn(QT)

P(S; = ~1/2) = (= |¥(T))I” = %sezn(QT)

Para la parte (c), se requieren las proyecciones respecto a Sy. Procedemos definiendo los
autoestados del operador Sy, los cuales satisfacen Gy |+x) = +|%y):

) = \i@ (1) o= % (_11)

Calculamos la amplitud de transicion para el autovalor positivo de S'x:

cos(QT) + % sen(QT)

% sen(QT)

(+4|¥(T)) =%(l 1)

(+x|¥(T)) = % lCOS(QT) + é sen(QT) + é sen(QT)]

1 :
(+x[¥(T)) = 7 [cos(QT) + l\/ﬁsen(QT)]

Extraemos el médulo al cuadrado para obtener su respectiva probabilidad:

P(Sy = +h/2) = [(+[¥(T)? = % [cos2(QT) + 2se2n(QT)]

Calculamos la amplitud de transicion para el autovalor negativo de S’x:

1 cos(QT) + % sen(QT)
IR 1O ]
1 i i
(=x|¥(T)) = E lCOS(QT) + @ sen(QT) — @ sen(QT)]

(—|¥(T)) = % cos(QT)
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Su probabilidad correspondiente resulta del médulo al cuadrado:

P(Sc = h/2) = [(~[#(T)I* = 2 cos*(QT)

Seccién 3
Resultado Final:

A cos(Qt) + % sen(Qt) % sen(Qt)

U(t) = % sen(Qr) cos(Qt) — % sen(Qt)

P@g:+hﬂ):mm%QT)+%sé(QT)
P(S :—hM):%sémQT)
P(S, = +h/2) = + + S sdn(QT
(Sy =+ /2)—§+§sen( )

P(Sy =-h/2) = %COSQ(QT)

(donde Q = uBV2)

Justificaciéon Final: El operador U(t) describe un giro del vector de estado en el espacio
de Hilbert inducido por la precesiéon del momento magnético en torno a un eje inclinado 45
grados en el plano x—z. Como el campo permanece inactivo para t > T, las probabilidades
no continian oscilando, sino que quedan definidas por las proyecciones finales del estado
congelado |¥(T)) sobre las bases ortonormales correspondientes.

e Considérese un sistema de dos niveles. Se prepara una mezcla estadistica con una
probabilidad p; de estar en el estado |) y una probabilidad p, = 1 — p; de estar en el
estado |, ), siendo [, ) el estado ortogonal a |), es decir,

W@ 9.)=0. (28)

En una base ortonormal, el vector |))) se representa como:
a

siendo a y b niimeros complejos tales que:

la®> + |b|? = 1. (30)

Obténgase la matriz densidad de la mezcla y las componentes del vector de Bloch en
términos de las componentes a y b de [).
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Seccién 1

El formalismo de mezclas estadisticas establece que la matriz densidad 6 de un ensamble
cuantico se define como la suma ponderada de los proyectores de los estados puros que lo
componen:

p=> pilei)(eil
i
Para el sistema de dos niveles dado, las probabilidades de ocupacién y los estados son:
a
p1=p. e =) = (b)

DP2=1-p1, |p2)=1[PL)

La condicién de ortonormalidad para la base conformada por el estado y su complemento
ortogonal es:

blp.) =0

La relacién de completitud (resolucién de la identidad) impuesta por esta base ortonormal
bidimensional es:

I=19)®+ 1) (.l

Cualquier matriz densidad de un sistema de dos niveles puede parametrizarse univocamente
mediante el vector de Bloch ¥ y el vector de matrices de Pauli 6:

Las componentes del vector de Bloch 7 = (ry, Iy,Tz) se extraen invirtiendo esta relacién
mediante la traza:

ri = Tr(46;)

Las matrices de Pauli en la base computacional estandar son:
~ (01 ~ [0 =i ~ (1 0
9x=11 0/ 99=li o)/ %9%7|o -1

Construimos la matriz densidad de la mezcla estadistica a partir de su definicién funda-
mental:

Seccién 2

p=pP) @1+ (1 = p)[P) (Pl

Aplicamos la relaciéon de completitud para expresar el proyector ortogonal exclusivamente
en términos de |P):
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@l =1 = 1)

Sustituimos este proyector en la matriz densidad para eliminar la dependencia explicita

de [P, ):

b =PI+ (1= po) (T - )W)

Agrupamos los términos algebraicos proporcionales al proyector |{)(¥|:

p=(2p1 - DIP)@l+ (1 - p)I

Evaluamos explicitamente el operador de proyeccién exterior para el estado puro [):

)l = (Z) (a" b) = ('ai'b f})|2)

Sustituimos la representacién matricial del proyector en la expresion reducida de la matriz
densidad:

A _ .\ [lal* ab* 1-p1 0
P—(2p1 1)(a*b |b|2 + 0 1_p1

5= (2p1 - Dlal*+1-p; (2p; — 1)ab*
(2p1 - Da’b (2p1 - Db +1-p;

Aplicamos la condicién de normalizacién geométrica |a|?> + |b|> = 1 para expandir el
elemento de la diagonal p;;:

p11 =2pilal® - |al* + 1 - p1 =2pi|al® - |al* + (la® + |b[*) - p1(lal® + |b[?)
p11 = pilal* + (1 - p1)|b?
Expandimos el elemento de la diagonal o2 mediante la misma condicién de normalizacién:
P22 = 2p1|bl* = |bI> + 1= py = 2py|b]* - |b]* + (lal* + |b]*) - pi(lal® + |b]*)

paz = p1|bl* + (1 - p1)|al?

Calculamos la componente ry del vector de Bloch tomando la traza sobre Gy:

P pi2) (0 1)) _p (P12 P11
P21 p22]\1 0 P22 P21

Fx = P12+ p21 = (2p1 —1)ab®™ + (2p; — 1)a’b

ry =Tr

rx = (2p1 —1)(ab* + a*b)
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Calculamos la componente r, mediante la traza sobre Gy:
_ P11 P12 (0 —I\| _ . [iP12 —ip11
ry =1r l(Pﬂ P22) (i 0 )l - Tr(iPzQ —ipzl)
ry =i(p12 — p21) = i[(2p1 = 1)ab* - (2p; — 1)a’b]

ry =i(2p1 —1)(ab* — a*b)

Calculamos la componente r, evaluando la traza sobre G,:

_ p1n pi2) (1 0] _ P11 —P12
re=Tr [(921 P22) (0 —1” =Tr (Pz1 —;022)
re=p1—p2=[(2p1—Dlal®+1-pi| - [2p1 - DIb* + 1 - pi]

re = (2p1 = 1)(lal* - b?)

Seccién 3 (Sintesis)
Resultado Final:

5= pilal® + (1 - py)|b[? (2p1 — 1)ab”
(2p1 - 1)a*b p1lbl* + (1 - py)lal?

i(2p1 — 1)(ab* — a*b)

3 ((2p1 —1)(ab* + a*b))
r =
(2p1 —1)(lal* - |b]?)

Justificaciéon Final: La matriz densidad resultante muestra como las poblaciones y cohe-
rencias se mezclan estadisticamente; equivalentemente, el vector de Bloch es idéntico al
de un estado puro [p) pero escalado por un factor de pureza de (2p; — 1). En el limite
de ignorancia méxima (p; = 1/2), el factor se anula y el vector de Bloch colapsa al origen

(F = 0), describiendo un estado méximamente mixto independiente de las amplitudes

complejas iniciales a y b.

 Una particula de espin 1/2 se encuentra en un estado [¢) tal que los valores medios de

las componentes del operador de espin Sy y S) son:

h h
(Sx) = e (Sy) = 3

a) Determinense los estados [¢) que satisfacen las condiciones anteriores, en la base en

la cual la componente S; del espin es diagonal.

b) En los estados obtenidos en el apartado (a), obténganse los valores medios de S;.
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Seccién 1

Un estado puro de un sistema de espin 1/2 se representa por un vector complejo normali-
zado en un espacio de Hilbert bidimensional. En la base autoestados del operador de la
componente Z del espin, este vector es:

[¥) = al+z) + bl—z)

La conservacién de la probabilidad impone la siguiente condicién de normalizaciéon para
los coeficientes:

@) =laf® + |b]* =1

El postulado fundamental de la medida establece que el valor esperado de cualquier

observable fisico representado por el operador hermitico A se calcula proyectando la
matriz del operador sobre el estado del sistema:

(A) = PlAIY)

Los operadores para las tres componentes espaciales del espin se construyen algebraica-
mente a partir de las matrices de Pauli &;:

En la base ortonormal donde Sz es diagonal, la representacién matricial candnica de los
operadores de Pauli es:
9x=11 0

Seccién 2

Para el apartado (a), evaluamos explicitamente el valor medio del operador Sy ejecutando
la multiplicacién matricial:

A h
ot 2
A h
@d=5 (@ b (Z)

(Sy) = g(a*b + ab”)
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Igualamos el resultado analitico con la condicién limite impuesta por el problema para la
componente X:

E(a*b +ab”) = h
2 4

1
a*b+ab* ==
2

Procedemos de manera idéntica para evaluar el valor medio del operador Sy:

so-w k(0 3
(@ b) (—izb)

(Sy) = %(ab* — a*b)

A

<Sy> =

N | St

Igualamos con la segunda condicién limite impuesta para la componente y:

in )
%(ab* -a'b) =3

ab® —a’b = —g
3

Definimos el producto complejo cruzado en términos de su parte real e imaginaria:

ab* =x +iy

Sustituimos esta parametrizacién en el sistema de dos ecuaciones algebraicas obtenido:
: . 1
(x —iy) + (x +iy) :2x:§

o
(x +iy) - (x —iy) =2iy=—§l

Resolvemos trivialmente para las partes real e imaginaria del producto:



Para extraer informacién sobre las magnitudes individuales, calculamos el mddulo al
cuadrado de esta cantidad:

2 2
ab*? = |aP|bf? = (i) ; (—1)

1
laf*bf? = =
16

1 25
+-=—

9 144
Insertamos la relacién fundamental de normalizacién |b|? = 1 — |a|? para obtener una
ecuacién polinémica de una variable:

25
2 2
1-— = —

la® =
100
|a|2_1i ].—m
B 2
44
= N
2
2V11
|a|2: 1iT
2
mp_6iVﬁ

12

Este resultado dictamina dos conjuntos de probabilidades validas para los coeficientes:

6+ V11
12

laf =

5

6F V1
bl = V1= laP = \| =

12

Dado que la fase global de todo estado cuantico es inobservable, imponemos la convencién
de tomar la amplitud a estrictamente real y positiva:
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6+ V11

a=

Determinamos ahora la fase relativa del estado ¢p a partir del producto cruzado previa-
mente calculado, definiendo b = |b|e*¥:

; 1 1
ab® = alble™% = — —i-
4 3

Observamos que el producto invariante de los médulos es fijo sin importar el signo elegido:

25 5
alb| = | — = =
144 12

Despejamos el término exponencial de la fase de la amplitud inferior:

Tomando la conjugaciéon compleja, establecemos el factor de fase de la amplitud b:

5 b5

Reconstruimos la forma matemé&tica final del coeficiente b:

61\/ﬁ(3 ,4)
b= = +i-
V 12 5 5

Para resolver el apartado (b), proyectamos el operador matricial de S'z utilizando la
definicién del valor medio:

4 (1 0)([a

o o3l 3

A h
(Sz) = E(Iatl2 ~ bl

Inyectamos los valores analiticos de las probabilidades |a|? y |b|? hallados de la ecuacién
cuadratica:

(52) = Z (6 il;/ﬁ - E/ﬁ)
S0 =320
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Seccién 3 (Sintesis)

Resultado Final:
6 + 6 +
[Ps) = \/ | +z) + | —2)

(8) = +—h

Justificacion Final: La multiplicidad en las soluciones denota el principio de conservacién

de la norma del vector de Bloch (§)2 = (§x>2 + <5’y>2 + (S‘z)2 = h?/4 dictado para todos los
estados puros. Una vez constrefiidas dos proyecciones cartesianas ortogonales, la magnitud
de la proyeccién sobre el tercer eje queda rigidamente fijada, introduciendo como tnico
grado de libertad de su polarizacién la eleccién en la orientacién a lo largo del semieje
transversal remanente.

eSean a y a' los operadores escalera de un oscilador arménico unidimensional. Considé-
rese un sistema cuyo hamiltoniano es:

1 ¥
H =hw (a a+ 2) + hwla'a?a’, (32)

siendo w y A constantes reales positivas.

En el instante inicial ¢ = 0, el sistema esté en el estado:

1 .
%(0)) = v (10) +i[1)), (33)

siendo |0) y |1) el estado fundamental y el primer estado excitado del sistema, respectiva-
mente.

a) Obténgase el estado del sistema [(f)) en un instante de tiempo ¢ > 0.
b) Si en el instante de tiempo ¢ > 0 se mide el observable
O=a+a', (34)

jcudl sera el valor medio obtenido en dichas medidas?

Seccién 1

La evolucién temporal del sistema esta gobernada por la ecuacién de Schrodinger depen-
diente del tiempo.

d A
ih—|¥(1)) = H[¥(1))
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El algebra del oscilador arménico cuédntico se define mediante la relacién de conmutacién
canoénica.

[G,4"] =1

El operador nimero hermitiano cuenta los cuantos de excitacién en la base de energia.
N=a'a

N|n) = n|n)
El hamiltoniano general del sistema se expresa a partir de los operadores de creacién y
aniquilacion.

A A'LA 1 A A A
H=hw (a'a + 5) + howld'a%a"

El valor medio dependiente del tiempo para un observable genérico se define mediante el
producto interno.

(0) = (¥(1)|0¥(1))

El estado inicial del sistema impone la condicién de contorno para la ecuacién diferencial.

B(0)) = o) + iz|1>

L

La simetria del problema radica en que la perturbacién estd compuesta por productos
de operadores escalera, lo que sugiere que el hamiltoniano total podria conservar la base
original |n) si el operador no lineal resulta diagonal en ella.

Seccién 2

Reescribimos la parte central del término de perturbacién utilizando la relacién de con-
mutacion.

Sustituimos algebraicamente esta identidad en el producto de cuatro operadores.
a'a?a’ = a'a(aa
a'a’a’' =N(N+1) =N?+N

El hamiltoniano total se reescribe exactamente en funcién del operador nimero, demos-
trando que es diagonal en la base |n).

H = how (N + %) + hwd(N? + N)
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Calculamos la accién del hamiltoniano sobre un autoestado arbitrario para extraer su
autovalor exacto.

H|n) = ho (n + % +An(n + 1)) |n) = E,|n)

Determinamos las energias estables para el estado fundamental y el primer estado excitado.

1 1
Ey=hw|0+=+0| =-hw
2 2

= hw (1 + % +/1(1)(2)) = hw (g + 2/1)

Aplicamos el operador de evolucién temporal unitario a la superposicién lineal del estado
inicial.

W (1)) = et/ (\/_|0> + TID)

1 . P
(D) = e o) + e By

Separamos el calculo del valor medio del observable hermitico por la linealidad del producto
interno.

(O) = (B(1)|a%(1)) + (P(1)|a"1%(1))

La accién del operador de aniquilacién anula el estado base y desciende el estado excitado.

aloy =0

al1) =10y

Aplicamos el operador @ sobre el ket evolucionado temporalmente.
i
alw(t)) = 0+ —e E1t/h|0)
V2

Proyectamos con el bra correspondiente para aislar el elemento de matriz cruzado.
N 1 i I _
(W(n)laNe () = ( 7ol ”51‘/"1<1|) ( 7 1E1‘/h|o>)
. 1 i
(P(0)]alP(1)) = (@el’fo”h) (@e lEl”h) (0l0)

(P(H)|alw(t))y = - _l(El —Eo)t/h
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Evaluamos explicitamente la diferencia de energias entre el primer estado excitado y el
estado fundamental.

3 1
Ei-Ey=hw (5 + 2&) - 57’—1&) = hCU(]. + 2/1)
Sustituimos la brecha energética en el elemento de transicion.

(P(t)|alw(t)) = %e—iw(um)t

El valor esperado del operador de creacion se deduce directamente por conjugacion com-
pleja.

(‘P(t)|d*|lp(t)> = ((P(1)|a]¥ (1)) = _feiw(1+21)t
2
Combinamos ambos términos algebraicos para formar el observable completo.
<O> _ i (e—ico(1+2/1)t _ eiw(1+2/1)t)
‘72

Empleamos la identidad de Euler para compactar las exponenciales complejas puras en
una funcién trigonométrica real.

eix _ e—ix

i
5 =senXx — E(e Y —e) =senx
i

(0); = sen (w(1 + 22)1)

Seccién 3 (Sintesis)

ie—iwt/2|0> + Le—iw(%+2/1)t|1>
2

V2

(G +a"y =sen(w(l +22)t)

(W (t)) =

El observable dependiente del tiempo refleja una oscilacion arménica pura analoga a la
posicién; sin embargo, la presencia del acoplamiento anarménico 4 no rompe la cohe-
rencia del estado base, sino que incrementa la brecha energética elevando la frecuencia
macroscépica de la oscilacién de w a w(1 + 21).

] =Ci In)(nl -

siendo C una constante y |n) el n-ésimo autoestado del hamiltoniano del oscilador.
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a) Obténgase la pureza
P = Tr(p?) (36)

del estado.

b) Obténgase la entropia de von Neumann del estado.

Seccién 1 Un sistema cuédntico en un estado mixto se describe de manera completa
mediante el operador matriz densidad §. La conservacién de la probabilidad exige que la
traza del operador sea la unidad.

Tr(p) =1

La traza de cualquier operador A se evalda mediante una base ortonormal completa del
espacio de Hilbert, tal como la base de autoestados de energia del oscilador arménico |n).

Tr(A) = > (mlA|m)
m=0

El grado de mezcla cuantica se cuantifica a través de la pureza P, cuyo valor es 1 para
estados puros y estrictamente menor que 1 para estados mixtos.

P =Tr(p?)

La entropia de von Neumann S mide la falta de informacién o incertidumbre termodina-
mica del estado cuédntico.

S =-Tr(pInp)

La resolucion algebraica de operadores exponenciales decae en sumas de series geométricas
fundamentales en el limite de convergencia |x| < 1.

S 1
anzl—x

n=0

Secciéon 2 La matriz densidad se define explicitamente en la base de ocupacién del
oscilador.

Imponemos la condicién de normalizacién proyectando el operador sobre la misma base
para obtener la constante C.

™) = > (m) (CZ 2in|n><n|) m)
m=0

n=0

Extraemos los coeficientes escalares por la linealidad del producto interno.
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C> > Liminynim)

m=0 n=0

Tr(p)
Aplicamos la relacion de ortonormalidad de los autoestados del oscilador.

(m|n) = Smn
La doble sumatoria se colapsa en una tnica serie debido a la delta de Kronecker.

(o]

1

Tr(p) =C on
n=0

Evaluamos la serie geométrica convergente con parametro constante x = 1/2.

C( L ):20:1
1-1/2

Aislamos la constante de normalizacién.

C==
2

Construimos la matriz densidad normalizada exacta del sistema.

o

R 1
B=2 gmlninl

n=0

Para calcular la pureza, aplicamos el cuadrado del operador hermitiano.

5 = (Z - |n><n|) (Z 2r,f+1|m><m|)

n=0 m=0

Expandimos el producto tensorial colapsando nuevamente la proyeccién ortogonal (n|m) =

5nm.

o0

1 1
A2 _
P = Z on+1 gn+l1 [n)<nl

n=0

Consolidamos el operador resultante, diagonal en la misma base.

2\ L
B =) innl
n=0

Aplicamos la definicién de pureza tomando la traza de este operador al cuadrado.

P =Tx(p") :i@lﬂ - ii (i)n

n=0 n=0
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Evaluamos la nueva serie geométrica con pardmetro x = 1/4.

1{ 1 1(4
p== .
4(1—1/4) 4(3)

Simplificamos el producto escalar para obtener el primer resultado solicitado.

1
P=-
3

Iniciamos el cdlculo de la entropia de von Neumann utilizando los autovalores exactos pj,
de la matriz densidad diagonalizada.

n=0
Definimos la distribucién de probabilidad estadistica subyacente.

1
p”_2n+1

Evaluamos el logaritmo natural de la probabilidad individual.

Inp, =In (2_(”+1)) =—(n+1)In2

Sustituimos el logaritmo en la sumatoria entrépica total.

o0

S=-) 2n1+1 (~(n+1)In2)

n=0

Factorizamos las constantes para estructurar una serie de potencias derivables.

N+ 1
S=In2 E W
n=0

Identificamos la suma abstracta requerida, reescribiéndola mediante el operador derivada
continua respecto a X.

o0 o0 d

+1_ +1
E(n+1)x" —xE E(x” )
n=0 n=0

Conmutamos el operador diferencial con la sumatoria infinita asumiendo el radio de
convergencia adecuado.

d © d x
w2 =2 (75

Derivamos la funcién racional resultante empleando la regla del cociente.
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i( X )_1(1—x)—x(—1)_ 1
dx \1-x/ (1-x)2 C(1-x)2

Insertamos el diferencial en la relacién analitica.

< n+ X
;)(n +1)x" = A=

Sustituimos el parametro fisico correspondiente al autovalor del oscilador.

X ==
2

Evaluamos numéricamente la sumatoria de potencias ponderadas.

in+1_ 2 _1/2_,
o+l (1-1/2)2 1/4

n=0

Acoplamos el valor escalar de la serie infinita en la expresién final de la entropia.

S=2In2
Seccién 3 (Sintesis)
1
p==
3
S=2In2

El operador describe un estado térmico del oscilador con pureza estrictamente menor a
la unidad, demostrando su naturaleza de mezcla estadistica clasica. La entropia refleja
directamente esta decoherencia proyectando una distribucién de ocupacién que decrece
exponencialmente, aniloga a la distribucién de Boltzmann donde el vacio y el primer
estado excitado dominan la dispersién termodinamica.

(37)

siendo a y 8 dos constantes reales, y §1 y §2 los operadores de espin de cada una de las
dos particulas.

a) Obténganse los valores de las constantes o y 8 para que P,z sea el proyector sobre
los estados de espin total cero.
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b) ;Para qué valores de a y 3 el operador Pyg es el proyector sobre los estados de espin
total uno?

Seccion 1 El problema involucra el acoplamiento del momento angular intrinseco de dos
fermiones idénticos. Postulamos el operador de espin total del sistema como la suma
vectorial de los operadores individuales.

A A
- -

§:Sl+82

El cuadrado del operador de espin total permite relacionar su magnitud con la interacciéon
escalar entre ambas particulas.

§2=(§1 +§2)'(§1 +§2)=.§12+.§22+2§1'§2

Despejando el producto escalar fundamental, obtenemos la forma explicita que interviene
en el operador propuesto.

A

3 > ]_ A A A
Si-8, = (82-82-83)

La ecuacién de autovalores para el cuadrado de cualquier operador de momento angular
estd dada por la cuantizaciéon del momento.

T2j,m;) = R2j(j + D)]j,m;)

Para cada particula de espin s = 1/2, el operador de espin individual al cuadrado actta
de manera escalar sobre cualquier estado del espacio de Hilbert.

S2|si, my) = h2s;(s; + 1)|s;, m;)

La suma de dos espines 1/2 genera un subespacio total descrito por el niimero cudntico
de espin total s, el cual obedece las reglas de la adicién de momento angular (serie de
Clebsch-Gordan).

S=|s1—Sg|...51 + S

Un operador proyector ortogonal Py sobre un subespacio caracterizado por el autovalor k
debe cumplir la condicién de idempotencia y poseer autovalores exclusivamente binarios
(1 para los estados pertenecientes al subespacio, 0 para el complemento ortogonal).

Pelgpr) = 11

Pelthjsk) = 01tk

Seccién 2

Sustituimos el valor del niimero cudntico s; = S = 1/2 para evaluar los autovalores de los
operadores individuales.
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. 1(1
S2|s,m) = h2§ (5 + 1) s, m) = §h2|s, m)

A 1/(1
SZ2|s, my = h2§ (5 + 1) |s,m) = %h2|s,m>

Aplicamos las reglas de adicién de momento angular para determinar los valores posibles
del espin total s.

se{1/2-1/2,1/2 +1/2}

s € {0,1}

Calculamos la accién del operador de espin total al cuadrado sobre los estados singulete
(s =0) y triplete (s =1).

$2|0,0) = K2(0)(0 + 1)]0,0) = 0

S2|11, m) = h2(1)(1 + 1|1, m) = 2h2|1, m)

Aplicamos el operador del producto escalar §1 . §2 sobre el estado singulete, sustituyendo
los autovalores previos.

5 5 1 3 3
S -S500,0) = ={0-=h%-h%]1]0,0
1 S2/0,0) 2( 1 1 )I )

3 3 3
Sy - S2[0,0) = —Zrﬂlo, 0)

Evaluamos la acciéon del mismo operador sobre los estados del triplete.

LN 1 3 3

S; - S|l =—|2r% - Zh%2 - K% 1

1 2| ’m> 2( 4 4 )l ’m>
3 3 1/(8 6 1

. Sol1 =—[=R% - =R%|1 =~h%1
Sl SQl 7m> 2(4 4 )l 9m> 4 |am>

Introducimos estos autovalores en la definicién del operador general ﬁaﬁ al actuar sobre
el estado singulete.

3

P.510,0) = (oc + B% (—th)) |0, 0)

P510.0) = (a - Zﬁ) 0.0)

Para que ﬁa[g sea un proyector sobre el estado de espin total cero (singulete), debe cumplir
simultaneamente:
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3
-8 =1
a 4,8

1
+-p=0
a 4,8

Resolvemos el sistema lineal para el proyector del singulete despejando o de la segunda
ecuacion.

1
a——Zﬁ

Sustituimos en la primera ecuacién para determinar f3.

3
—15—15=1

=1 = Bf=-1

Encontramos el pardmetro correspondiente c.
1 1
a=——(-1)=-
4( ) 4

Determinamos las condiciones para que lsalg sea el proyector sobre los estados de espin
total uno (triplete).

—-Z8=0
o 4,8

1
a+-p=1
Yl

Resolvemos el nuevo sistema algebraico restando la primera ecuacién de la segunda.
1 3
a+-—-p|l-la-=p]=1-0
<) [« )

B=1

Sustituimos el valor de § en la primera ecuacién para obtener o.

3 3
- (1 =0 =
a 4() = o 1

Comprobamos analiticamente la completitud sumando ambos proyectores resultantes.

s s (1 88\ (3. 8-S
Ps:0+Ps:1:(—— . 2)+(—+¥):1

4 h? 4 h?
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Seccién 3 (Sintesis)

1 L1 5-S
Os=0 = Z, ﬁs:() =-1 = Py = Z _ =

3 . 3 S-S,
OCs:l = Z’ ‘8821 = 1 > PS=1 — Z + hz

El formalismo de proyeccién aprovecha los autovalores distintos del operador de interaccién
de intercambio espin-espin de Heisenberg-Dirac para construir filtros algebraicos exactos,
aislando las componentes de simetria antisimétrica (singulete) y simétrica (triplete) del
espacio de Hilbert sin modificar la dimensionalidad total del sistema.

e Un oscilador arménico unidimensional se encuentra, en los instantes ¢ < 0, en su estado
fundamental |0). En el instante ¢ = 0, una fuerza exterior actiia sobre el oscilador de
manera que su vector de estado se convierte en:

1(0)) = e #F|0), (38)

siendo ¢ una constante real y P el operador momento.

a) (A qué corresponde el cambio de estado |0) — [1(0))?

b) Supdngase que el oscilador se deja evolucionar a partir de t > 0 de forma que su
estado inicial es |1 (0)). Obténgase el vector de estado | (t)) para todo t > 0 en
términos de los autoestados de la energia del oscilador.

c¢) Calcilese el valor medio de la posicién de la particula para ¢ > 0.

Seccién 1

La dindmica del oscilador armoénico unidimensional estd gobernada por la ecuacién de
Schrédinger dependiente del tiempo.

0 A
ih= [%(1) = H[$(D))

El hamiltoniano del sistema se define en términos de los operadores posiciéon X y momento
P, 0 equivalentemente, en términos de los operadores de aniquilacién @ y creacién a’.

N 1 N 1
H:—+—mco2X2:hco(d d+§)

Los operadores hermiticos de posicién y momento se expresan como combinaciones lineales

de los operadores escalera.
s [ h
X =4/—(@@" +0a)
2mw
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) n
p=i %(df—a)

La relacién de conmutacion candnica entre los operadores escalera es fundamental para el
algebra del oscilador.

[G,4"] =1

El operador de evolucién temporal unitario que rige el estado para t > 0 es la exponencial
del hamiltoniano.

U(t) = exp (—%I:It)

El valor medio de un observable fisico A en un instante ¢ se obtiene mediante el producto
interno en el espacio de Hilbert.

(A = WOIAIP(D))

Seccion 2

Evaluamos el efecto del operador exp(—icl3 / h) proyectando sobre la base de posiciones

|%).

(xle"#P|0) = (x — c|0) = Po(x — )

El cambio corresponde matematicamente al operador de traslacién espacial continua; el
paquete de ondas del estado fundamental se desplaza rigidamente una distancia c.

Para encontrar la evolucién temporal, reescribimos el operador de traslaciéon sustituyendo
la definicién de P en funcién de los operadores escalera.

mow .. .
=c\/|—(a" - a)

AT A
(a'-a o7

—%Cp:—%c 1

i [ mhow

Definimos una constante real adimensional & que parametriza el desplazamiento.

q=c. T
B 2h

El estado inicial se convierte en la aplicaciéon del operador de desplazamiento 15(0() sobre
el vacio |0).

[6(0)) = e#@'=%|0)

Aplicamos el lema de Baker-Campbell-Hausdorff, dado que el conmutador de los exponen-
tes es un escalar y conmuta con ellos.

70



[ad’, —ad] = —a?[d, 4] = —a?

Factorizamos el operador de desplazamiento separando las partes de creacién y aniquila-
cién.
ad’—ad —oc2/2eoai+ —ad

e =e e

Aplicamos el operador factorizado al estado fundamental, usando la serie de Taylor para
la aniquilacién donde @|0) =0

e~%4|0) = |0)

1(0)) = e~%*/2e4@|0)

Expandimos la exponencial del operador de creacién en serie de Taylor y aplicamos
iterativamente la regla de normalizacién (47)"*|0) = Vn!|n).

[$(0)) = e'“WZ (“) 0)

n=0
_ _a2/2 > OCn
[$(0)) =e Z\/—;W
n=0

Aplicamos el operador de evoluciéon temporal ﬁ(t) utilizando la ecuacién de autovalores
H|n) = E,|n).

[(2)) = e /M ( ‘“2/22 |n>)

2 - at i
|¢(t)> —e @ /2 _e—la)(n+1/2)t|n>

Factorizamos la fase global del punto cero de energia para aislar el parametro dependiente
del tiempo a(t).

|'l,b(t)> —lcot/2 —052/22 (ae\/ft)n I’l)

a(t) = ae

(1)) = e 2|a(t))
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Calculamos el valor medio de la posicion. Primero, demostramos rigurosamente que el
estado coherente |x(t)) es autoestado del operador de aniquilacién.

dla(t)) = e 1o/ Z L\/’%nx/ﬁm - 1)
n=1 :

. 2o o ()l
dla(t)) = a(e 2 Y ———x|n-1) =a(®)|a(t))
;‘ V(n-1)!
Desarrollamos el producto interno para X , recordando que la fase global e~1®!/2 g¢ cancela

con su conjugada.

A h
&) =5 —(@0)l(@" +a)a)
5 h
B =\ (@(Da" (D) + @(0lale(e))

Sustituimos el autovalor a(t) y su complejo conjugado a*(t).

K = (e (0) + ()

Desarrollamos en términos de la constante real original a y frecuencias trigonométricas.

o (t) + a(t) = ae™’ + ae ™! = 2a cos(wt)

(R, = w/%za cos(et)

Sustituimos el valor inicial de o definido a partir del desplazamiento fisico c.

X = \/ 2:;@2 (Cw [ r;l;lo) cos(wt)

(X); = ccos(wt)

Seccién 3 (Sintesis)

n=0 \/m 2n

(X); = ccos(wt)

00 n
‘ot moc? 1 mow _;
[p(1)) =5 e Z—(c —e-“‘”) n)
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El cambio de estado corresponde al operador de traslacion espacial, el cual convierte el
estado fundamental en un estado coherente desplazado. La evolucién temporal preserva
la naturaleza del estado coherente, y el valor esperado de la posicién sigue exactamente
la trayectoria de un oscilador arménico clasico con amplitud inicial c.

e El hamiltoniano de una particula de espin 1/2 es:
H =-huay, (39)

siendo 1 una constante real.

En el instante inicial ¢t = 0, el sistema estd en un estado caracterizado por la matriz
densidad:

p(0) = % (I + %O’x) . (40)

a) Obténgase la matriz densidad para t > 0. ;Cudnto vale el vector de Bloch?

b) Obténgase el valor medio del operador de espin S para t > 0. ;Para qué valores del
tiempo t estd (S) dirigido a lo largo del eje 2?7

Seccién 1

La evolucién temporal de un estado cudntico descrito por una matriz densidad A(t)
obedece la ecuacién de von Neumann.

n320)

5 - H.AW)]

Para un hamiltoniano H independiente del tiempo, la solucién general se expresa mediante
el operador de evolucién temporal unitario U (¢).

A1) =0 0AOT (1)

El operador de evolucion se define como la exponencial del hamiltoniano.

U(t) = exp (—%ﬁt)

Para un sistema de espin 1/2, cualquier matriz densidad se puede parametrizar univoca-
mente en funcién del vector de Bloch 7i(t) € R3, donde I es la matriz identidad de orden

2y G = (Gx, 0y, 57) es el vector de matrices de Pauli.
A 1 2 - 3
ORE (1 +ii(t) - a)

El operador de espin S se define a partir de las matrices de Pauli.

Qv

>
Il
N | St



El valor medio de un observable vectorial como el espin se determina mediante la traza
del producto de la matriz densidad por el operador.

(S =Tr (B(0)S)

El algebra fundamental de las matrices de Pauli viene gobernada por sus relaciones de
anticonmutacién y conmutacién.

{6i1,6j} = 25ijf

[6i,6] = 2ie;jk 0k

Seccién 2

Sustituimos el hamiltoniano dado H = —hudy en la definicién del operador de evolucidn.

U(t) = exp (—%(—Fl/«la'y)t) = exp(iut6y)

Expandimos el operador exponencial en serie de Taylor, aprovechando la propiedad invo-
lutiva de las matrices de Pauli 62 =1.

y
A o (iptdy)k - .
U(t) = Z — - cos(ut)l + isen(ut)Gy
k=0 )

El operador adjunto UT(I) se obtiene invirtiendo el signo del exponente imaginario.

UT(t) = cos(ut)I — i sen(ut)é,

Introducimos el estado inicial 5(0) en la ecuacién de evolucién temporal.

U'(t)

o) =00 |31+ 304)

Distribuimos la evolucién sobre los términos del estado inicial. Dado que la identidad
conmuta con cualquier operador, su evolucién es invariante.

1. 1. N
B(t) = oL+ ZU(t)ﬁxU*(t)

Sustituimos las expansiones trigonométricas de los operadores de evolucién para transfor-
mar el término dependiente de .

Ut)6,U'(t) = (cos(,ut)f + isen(,ut)ﬁy) Oy (cos(,ut)f - isen(,ut)ﬁy)

Multiplicamos el primer binomio por &y.

74



U6, U (t) = (cos(ut)6x + isen(ut)5,6x) (cos(,ut)f - isen(,ut)ﬁy)
Aplicamos la regla del producto de matrices de Pauli 6,6x = —i0; al primer factor.

U(1)6:07(t) = (cos(ut)6x + sen(ut)éy) (cos(,u)f - isen(m)ay)

Desarrollamos el producto algebraico de los dos binomios resultantes.

U (66,07 () = cos?(ut)éx — i cos(ut) sen(ut)8.8, + sen(ut) cos(ut)&; — i son(ut)6,6,

Aplicamos las relaciones algebraicas 60y, = i6; y 6,0, = —iG en los términos cruzados.

U (6)6, U7 (£) = cos?(ut)6, — i cos(ut) sen(ut) (i6,) +sen(ut) cos(ut)é, —ison(ut)(—idy)

Simplificamos la unidad imaginaria para consolidar componentes.

U()6,UT (t) = cos®(ut)&y + cos(ut) sen(ut), + sen(ut) cos(ut)&y — seQn(/,tt)é'x
Agrupamos las matrices de Pauli factorizando sus coeficientes temporales.
06,07 (1) = (cosz(,ut) _ sén(,u)) &y + (2sen(ut) cos(ut)) &,
Reducimos la expresién utilizando identidades de dangulos dobles trigonométricos.
Ut)6,U"(t) = cos(2ut)5y + sen(2ut),
Sustituimos el término rotado en la matriz densidad completa dependiente del tiempo.

A

1. 1
p(t) = 51 + 1 (cos(2ut)Gyx + sen(2ut)&;)

Comparamos esta expresién con la definicion formal paramétrica del vector de Bloch para
aislar sus componentes.

1. 5 1 . 1 A
in(t) -0 = 1 cos(2ut)Gy + 1 sen(2ut)o,

Multiplicando por 2, extraemos el vector de Bloch explicito en forma de tupla cartesiana.
. 1 1
n(t) = 5003(2/”),0, §sen(2,ut)

Calculamos ahora el valor medio del espin empleando su linealidad respecto al vector de
Bloch. Puesto que Tr(6;6;) = 2J;j, la traza se reduce al producto escalar de los vectores.
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Sy = 2o

Sustituimos el vector de Bloch para obtener las componentes del valor esperado del espin.

3 h h
(S) = 1 cos(2ut), 0, 1 sen(2ut)

Para que el vector de espin esté completamente dirigido a lo largo del eje zZ, las componentes
transversales (en este caso, la componente en x) deben ser estrictamente nulas.

A h
(Sx)e = 1 cos(2ut) =0

Resolvemos la ecuacién trigonométrica de anulacién para el argumento temporal.

Ve
2,ut:§+k7t, kez
Despejamos la variable de tiempo ¢t asumiendo la positividad requerida ¢t > 0.

[ mT(2k +1)
==

Seccién 3 (Sintesis)
Resultado Final:

1. 1 1
o(t) = EI + 1 cos(2ut)by + 1 sen(2ut)&,
- 1 1
n() = (5 cos(2ut), 0, 2 sen(2ut))

<§>t = (g cos(2ut), 0, g Sen(2,ut))

_ w2k +1)

, kez*
4|l

Justificacion Final: El resultado describe la precesién de Larmor del estado de espin
alrededor del eje y (direccién del "campo magnético"efectivo implicito en el hamiltoniano)
con una frecuencia angular 2u. La componente del espin inicialmente en x gira ciclicamente
hacia el eje z, logrando alinearse o antialinearse puramente con la direccién zZ en los
instantes impares de los cuartos de periodo temporal.

e Una particula de masa m se mueve en la direccion del eje x bajo la accién del potencial:
1
V(x) = gma'x’ + Ae™ (41)
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siendo w y a dos constantes reales positivas y A una constante real pequena. Obténgase,
a primer orden en A, la energia del estado fundamental del sistema.

Seccién 1

El hamiltoniano total del sistema cuadntico unidimensional se define como la suma de un
operador principal no perturbado y un operador de perturbacién.

H=Hy+H’
El hamiltoniano no perturbado corresponde al de un oscilador arménico cuantico.

~2

A 1

Hy = P, —mw?%?
2m 2

La perturbacién es el potencial espacial dado por la funciéon gaussiana.

A’ = dexp(—ax?)

La ecuacion de autovalores para el sistema libre de perturbacion es la ecuaciéon de Schro-
dinger independiente del tiempo.

Hyln@) = E”|n®)

De acuerdo con la teoria de perturbaciones independiente del tiempo, la energia de un
estado a primer orden se aproxima mediante la expansién perturbativa truncada.

Eo~E” + EV

La correccién energética de primer orden se define rigurosamente como el valor esperado
del operador perturbacion evaluado sobre el estado no perturbado.

EY = 010 = / P () H o (x)dx

La funcién de onda exacta del estado fundamental del oscilador arménico no perturbado
en la representacién de posiciones es conocida.

o) = (22) xp (-2

Seccién 2

La energia del estado fundamental del hamiltoniano del oscilador arménico puro corres-
ponde a la energia del punto cero.

1
E(()O) = -hw
2

Sustituimos la funcién de onda espacial del estado fundamental y la forma funcional del
potencial perturbativo en la integral de correcciéon de primer orden.
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mw\1/4 mw o
) e ()

[lexp(—ax2)] — o7

E(()l) — /_00 l(%)lM exp (—%XQ) dx

o0

Extraemos todas las constantes escalares fuera de la integral temporal y agrupamos las
amplitudes espaciales.

E(gl) =1 (%)1/2 /_: exp (—%xz) exp(—och) exp (—%XQ) dx

Sumamos algebraicamente los argumentos de las funciones exponenciales en el integrando.

E(()l) =1 (%)1/2 /Oo exp (—%x2 — ocx2) dx

—00

Factorizamos la coordenada espacial cuadratica en el argumento de la exponencial para
preparar la integracion.

Eél) =A (%)1/2 [: exp (— (% + oc) x2) dx

La integral resultante es de la forma estandar de una integral gaussiana evaluada sobre
todo el espacio.

/_: exp(—px?)dx = %

Identificamos el parametro constante real en nuestro integrando fisico.

Evaluamos explicitamente la integral gaussiana sustituyendo el parametro fisico deducido.

E(l)_/l(mco)l/Z o\
0 " "\zn nO 4o

Combinamos los factores multiplicativos bajo una raiz cuadrada comun.

E(l) —l mao T 1/2
o - Th 22 + o

Cancelamos los factores geométricos comunes entre numerador y denominador.

1/2
(1) maow
EV =21——
: (n (5 a))

Distribuimos la constante reducida de Planck en el denominador para simplificar la fraccién
final.
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1) _ mao )1/2
E _/1(—
0 mo + ah

Sumamos la energia no perturbada y la correccién de primer orden deducida para construir
la solucién energética total del problema.

1 mow
Ey~ -hw + A ———
2 mo + ah
Seccién 3 (Sintesis)
Resultado Final:
1 m
By~ ~hw + Ay —22
2 mow + ah

Justificacién Final: La expresion final representa la energia del estado fundamental ajus-
tada a primer orden, compuesta por la energia del punto cero del oscilador arménico méas
una correccién inducida por la perturbacién gaussiana. El término fraccionario bajo la
raiz cuantifica estrictamente el solapamiento espacial entre la densidad de probabilidad
del estado no perturbado y la anchura de la perturbaciéon, modulando analiticamente el
impacto del parametro de intensidad A.

 Un sistema est4 formado por una particula de espin 1/2 y un oscilador arménico unidi-
mensional. Su vector de estado es:

%) = %(IH ® |a) +i[-) @ 6)). (42)

siendo |+) los estados de la particula de espin 1/2 tales que
Ozl£) = £[£), (43)

y |a) y |B) los siguientes vectores de estado del oscilador:

@ =B szl (44)
n=0

8) =2V )" I, (45)
n=0

a) Obténgase la matriz densidad reducida para la particula de espin 1/2.
b) Obténgase la pureza y el vector de Bloch de la matriz densidad obtenida en el

apartado anterior.

Seccién 1

El estado fundamental del sistema cuantico compuesto es un estado puro definido en el
espacio de Hilbert H = Hs ® Ho, descrito por el proyector del vector de estado.
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p =)@

La matriz densidad reducida del subsistema de espin fs se obtiene mediante la traza
parcial sobre los grados de libertad del oscilador armoénico.

o0

ps =Tro(p) = ) (nléln)

n=0

La pureza P de un estado cuantico se define como la traza del cuadrado de la matriz
densidad reducida.

P = Tr(4;

El vector de Bloch 1 = (ny, ny, n;) parametriza univocamente cualquier matriz densidad
de un sistema de dos niveles (espin 1/2) mediante los valores esperados de las matrices

de Pauli 3’.

A

n; = Tr(ps0i)

La base de autoestados de Fock |n) del oscilador arménico cumple con la condicién de
ortonormalidad.

<m|n> = Omn

Seccién 2

Expresamos el operador densidad del estado total puro.

p = % () ®la)y +i]-) ®[B)) ((+] @ (a| - i{-| @ (B])

Desarrollamos el producto exterior del estado compuesto.

p %(|+><+|®|a><06|—i|+><—|®|a><6|+i|—><+|®|5><0¢|+|—>(—|®|B><B|)

Aplicamos la traza parcial sobre el subespacio del oscilador.

A 1 : .

ps =5 () {+l{ala) = il +)(=(Bla) + i[=){+I{alB) + [-){~I(BIR))
Calculamos el producto interno para verificar la normalizacién del estado |x).

(@) =3 D" s ()

n=0 m=0
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Aplicamos la ortonormalidad de la base de Fock (m|n) = §,,,.

@ =33 7z =3 3]

n=0

Evaluamos la serie geométrica convergente.

3 1 3 (4
=3 (=) 1) -

Calculamos el producto interno para verificar la normalizacién del estado |(3).

<6|6>=8ZZ o 3m+1 Smn

Evaluamos la serie geométrica correspondiente.

o 1 8 1 8 (9
<5|6>:829n+125(1—1/9):§(§):1

n=0

Calculamos el término de superposicién (solapamiento) (x|3).

(@lB) = V3(2V2) Z Z o 3m+16mn

n=0 m=0

Simplificamos la expresion obteniendo una tinica suma geométrica.

-5 S
n=0 n=0

Evaluamos la serie geométrica para el solapamiento.

3

5

(e 2(9-

alf) = —
(alf) 3 \T-1/6
Dado que todos los coeficientes son reales, se cumple la simetria del producto interno.

(Bla)y = (a |5>—i

Sustituimos las normas y el solapamiento en la expresién de la matriz densidad reducida.

|+><+|—li|+>< |+ il =)+ + =)

Representamos la matriz densidad reducida en la base canénica de espin {|+),|—)}.
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.11 -2
lT 1

Calculamos el cuadrado de la matriz densidad reducida para evaluar la pureza.

.26
_IT)

Calculamos la traza del operador cuadrado.

1(49 49\ 1(98) 49

P:T‘f@s):z(%*%)—z(%)-ﬁ

Igualamos la representacién matricial de §s con la parametrizacién del vector de Bloch.

1(1 —i@) 1(1+nZ nx—iny)
2

Deducimos las componentes individuales del vector de Bloch mediante identificacién
directa de los elementos matriciales.

l+n,=1 = n;=0

26 26

ny =5

nx—iny:—iT = ny =0,

Seccién 3 (Sintesis)

Resultado Final:

.12 il
S VR 2

82



4
P = 29 =0.98
50

. 96
n:(O,T\/—,O)

Justificacién Final: La traza parcial genera un estado mixto para el espin en lugar de un
estado puro (P < 1), consecuencia directa del entrelazamiento entre el subsistema de espin
y el del oscilador. La no ortogonalidad de los estados del oscilador ({«|B) # 0) preserva
ciertas coherencias cuénticas (elementos fuera de la diagonal), lo que impide que el estado
colapse en una mezcla estadistica total y confiere al vector de Bloch una magnitud ||71]| < 1
orientada sobre el eje y.

e Dos particulas de espin 1/2 interaccionan a través del hamiltoniano:
H =hgo; ® oy, (46)

siendo g una constante real.

En el instante inicial ¢ = 0, el estado del sistema es:

_1 V2
$O) = b4+ 2

donde |s,8") = |8) ® |§'), con 8,8 = +, y 0z|8) = s|s).

|_7 _>’ (47)

Transcurrido un tiempo ¢ > 0, se mide o sobre el primer espin y se obtiene el valor +1.

a) Siinmediatamente después de esta primera medida se mide o, para el segundo espin,
,qué valores se pueden obtener y con qué probabilidades?

b) Supdngase que inmediatamente después de medir o, en el primer espin y obtener
+1, se mide o en el segundo espin. ;Cudl serd el valor medio de los resultados
obtenidos? ;Para qué valores de t > 0 este valor medio es maximo?

Seccién 1

La evolucién temporal de un sistema cuantico cerrado estd gobernada por la ecuacion de
Schrédinger, cuya solucién formal define el operador de evolucién temporal unitario.

8 A
lhal‘l‘(t» = H|¥(1))
U(t) = exp (—%ﬁt)

El hamiltoniano del sistema de dos particulas de espin 1/2 se expresa como el producto
tensorial de los operadores de Pauli locales.

A=hgs" ®67

83



Los autoestados del operador &, conforman la base computacional del espacio de Hilbert
para cada particula.

GzlE) = £[+)
Los operadores de Pauli poseen propiedades algebraicas fundamentales de involucién.

2
(68) =1

2
(62) =1@
La accién del operador &y sobre la base de &, invierte el estado de espin.

Gxl+) =1-)

Gxl=) = 1+)

Los autoestados del operador &y, que denotaremos como |+y), se obtienen mediante la
diagonalizacién de dicho operador y se expresan como superposiciones en la base de &,.

Oxl*x) = *[|£x)

) = %(IH £]-)

El postulado de la medida establece que, al obtener un autovalor discreto correspondiente
a un proyector, el estado colapsa y debe ser renormalizado.

Y = [+)¢+| o 1%

| (o)
VoL )

El valor esperado de un observable se define como la traza del operador respecto a la
matriz densidad del estado, o el producto interno en el caso de estados puros.

[Ys) =

@) = sl (10 06 1))

Seccién 2

Para obtener la evolucién temporal, calculamos el cuadrado del operador presente en el
hamiltoniano.

2 2 2
(o 02) = (o) o (27)
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2 A A A
(621) ® a')(f)) :I(l) ®I(2) =19

Expandimos el operador de evolucién temporal en su serie de Taylor, separando los
términos pares e impares.

[ee]

[’](t) — Z - ( lgt)n ( (1) (2))11
n=0
( t)2 ( t)2k+1 .
0= Z (236)1 s + Z (2llg+ 1)! ( @ off))

Aplicamos las identidades de las series de potencias trigonométricas para obtener la forma
cerrada del operador de evolucion.

U (t) = I19cos(gt) — i ( 5D @ (2)) sen(gt)

Aplicamos el operador de evolucién al estado inicial del sistema.

_1 V2 el
I‘P(0)>—‘/§I+>®|+>+‘/§I )®[-)
(W (1)) = %U(t) ([+) ®[+) + %U(t) (1= ®1-)

Calculamos la evolucién del primer componente del estado inicial.
0(0) (1) @ 14)) = cos(gt) (1+) @ +)) — isen(gt) (681+) @ 67 |+))
U(t) (|+) ® |+)) = cos(gt) (|+) ® |+)) — isen(gt) (|+) ® |-))

U () (1+) ® [+)) = [+) ® (cos(gt)|+) — isen(gt)|-))

Calculamos la evolucién del segundo componente del estado inicial.
0(0) (1-) @ 1-)) = cos(gt) (1-) @ |-)) — isen(gt) (631-) @ 67 |-))
0(0) (1-) @ =) = cos(gt) (1-) @ |-)) = isen(gt) (~I-) & |+))
0(0) (1= @ =) = |-) ® (cos(gt)|-) + isen(gD)|+))

Sustituimos para obtener el estado completo del sistema a un tiempo arbitrario.

[W(1)) = %IH ® (cos(gt)|+) — isen(gt)[-)) + %Iﬁ ® (cos(gt)|-) + isen(gt)|+))
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Aplicamos el proyector f[il) para simular la medida con resultado +1 en el primer espin.

R 1 .
@) = TV [B(1)) = —=|+) ® (cos(gn)|+) - isen(g1)]-))
V3
Calculamos la probabilidad del resultado de esta primera medida.

Py(+1) =(P(1)|@(1))

1 1
Pi(+1) = 3 (cos2(gt) + Se2n(gt)) =3
Renormalizamos el estado post-medida y aislamos el estado reducido del segundo espin.

1
|¢f>—\/1—%(

X2 (£)) = cos(gt)|+) — isen(gt)|-)

Invertimos las relaciones de la base de &y para expresar los kets |+) y |—).

1

\/§I+> ® (cos(gt)[+) - isen(sﬁ)l—)))

)= 5 (100 + 1)
) = == () = =)
- \/5 X X
Sustituimos estas relaciones en el estado del segundo espin.
@ (f)) = L Y L - l
X7 (1)) Cos(gt)l\/i(|+x>+| x>)l lsen(gt)[\/i(Hx) |=x))

1 1
¥ @ (1)) = == (cos(gt) — i sen(gt)) |+x) + — (cos(gt) + isen(gt)) |—x)
\/5 g g X \/5 g g X
Simplificamos las amplitudes utilizando la férmula de Euler.
1 : 1 .
X (0) =z +) + =€)
V2 V) ¥

Calculamos las probabilidades de obtener los valores +1 y —1 al medir 5)(62).

2

Po(+1) = [l P ()] = ‘%e—igt -
2
Po(-1) = [l ® )| = %eiw .

Calculamos el valor medio del observable 6')(C2) a partir de sus probabilidades.
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62y = (+1)Py(+1) + (~1)Py(-1)

~(2) 1 1
=———-—=
GUEEEE

Al ser una funcién constante en el tiempo, evaluamos su maximizacién en el dominio ¢ > 0.

Seccién 3 (Sintesis)
Resultado Final:

1 1
Py(+1) =2, Pa(-1) =, @?y=0, Vt>0

Justificacion Final: Los resultados de medicién proyectiva sobre 6')(62) son equiprobables

en todo instante posterior al colapso del primer espin, de modo que el valor esperado
es invariablemente nulo a lo largo de la evoluciéon. Esta ausencia de dindmica en el
valor esperado transversal ocurre debido a que el estado colapsado post-medida precesa
simétricamente alrededor del propio eje x bajo la influencia efectiva del hamiltoniano
proyectado, resultando en un maximo matematico idéntico a cero para cualquier tiempo
t>0.

e Una particula de espin 2 tiene por hamiltoniano:

H=2s,s., (48)
h
siendo w una constante y
S.=512i5, (49)

los operadores escalera del algebra del momento angular de espin de la particula.
Obténganse los niveles de energia del sistema y su degeneracion.
Seccién 1

El 4lgebra del momento angular para una particula de espin estd gobernada por las
relaciones de conmutacién candnicas entre sus componentes vectoriales.

[S:,5;] = iheySk

El operador del momento angular al cuadrado y el operador proyecciéon sobre el eje
de cuantizacién conmutan, compartiendo una base ortonormal completa de autoestados
simultdneos.

[SQ’ S\‘3] = 0
S?|s, m) = h2s(s + 1)|s, m)
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§3|s, m) = hm|s, m)

Los operadores escalera de ascenso y descenso se definen a partir de las componentes
transversales del momento angular.

S\‘i :S]_ + 13'2

El operador hamiltoniano del sistema estd definido analiticamente mediante un producto
de estos operadores escalera.

A WA A
H=%S+S_

Para una particula de espin cuantizado asilado con magnitud dada, la multiplicidad
determina los nimeros cuanticos azimutales permitidos.

s=2

m e {-2,-1,0,1,2}

Seccién 2

Desarrollamos el producto de los operadores escalera utilizando su definicién operatorial
fundamental.

S+S_ = (51 +iS2)(S1 - iSs)

Expandimos algebraicamente el producto preservando rigurosamente el orden de los ope-
radores no conmutativos.

5.5 = 82— 1818 + 18,8, + 82

Agrupamos los términos cruzados transversales para identificar el conmutador fundamental
correspondiente.

§.6 =82+ 82— i[80. %]
Sustituimos el conmutador canénico de las componentes uno y dos del espin.

[S1,85] = ihSs

S,8_ =82+ 82 —i(ihSs) = 82 + §2 + hS,

Relacionamos la suma de los cuadrados de las componentes transversales con el operador
escalar de momento angular total.

32 _ &2 &2 G2
S% =87 +S55 + 53
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S24+82=582-82

Reemplazamos esta identidad isométrica en la expansién del producto para obtener un
operador completamente dependiente de observables compatibles.

.5 82— 82+ nds
Sustituimos el desarrollo explicito del producto en la ecuacién del hamiltoniano del sistema.
I:IZ%(.§2—.§§+F1§3)

Aplicamos el hamiltoniano sobre los kets base de autoestados para extraer su ecuacién de
autovalores de energia espectral.

w

FI|S,m>:h

(R%s(s + 1) — h*m? + h®m) |s, m)

Hls,m) = hw (s(s + 1) — m(m = 1)) |s, m)

Imponemos la restricciéon cuantica especifica para una particula con momento de espin
definido.

s=2

Ep =ho (2(3) -m(m - 1)) = ho (6 — m* + m)

Evaluamos numéricamente la férmula de energia degenerada para la maxima proyecciéon
de espin posible.

E; =hw(6 -4+ 2) =4hw
Calculamos el espectro energético para la proyeccién azimutal subsecuente.
Ei=hw(6-1+1) =6hw

Determinamos el nivel correspondiente a una proyeccién perpendicular al eje de cuantiza-
cién.

Ey =hw(6—-0+0) =6hw
Iteramos la evaluacién para el primer valor de proyecciéon negativo.

Ei=hw(6-1-1) =4hw

Hallamos la energia de estado para la proyeccién completamente antiparalela.

Eo=hw(6-4-2)=0
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Agrupamos los autovalores resultantes y deducimos los indices de multiplicidad para
clasificar la degeneracién exacta.

Ey = Ey = 6hw
E2 = E_1 =4hw

E,=0

Seccién 3 (Sintesis)
Resultado Final:

E,, = {6hw, 4hw,0}

g(6hw) =2, g(4hw) =2, g(0)=1

Justificacion Final: Los autoestados energéticos se obtienen al reescribir el producto

escalera en funcién de los operadores S? y S 7, cuya base natural diagonaliza el hamiltoniano.
La asimetria matemaética del término algebraico (m — m?) rompe la paridad candnica
espectral, forzando emparejamientos inusuales de degeneracion bidimensional para ciertos
multipletes de espin, mientras aisla un nivel basal no degenerado de energia nula.

¢ En el intervalo de tiempo 0 < t < T, una particula de espin 1/2 se mueve bajo la accién
de un campo magnético

B=(By,0,B;), By=3 B,=4 (50)

El hamiltoniano de la particula es:

donde u es el momento magnético de la particula.

a) Obténgase el operador de evolucién temporal U (t).

b) En el instante inicial ¢ = 0, la particula estd en un estado en el que la componente
Z del espin vale S; = +7/2. Calcilese la probabilidad de obtener S, = +h/2 y
S; = —h/2 cuando se efecttia una medida en el instante de tiempo ¢t =T.

c) (Cuéles son las probabilidades de medir Sy = +71/2 y Sy = —h/2 después de actuar

el campo magnético?

Seccién 1

La evolucién temporal de un sistema cuantico estd gobernada por la ecuaciéon de Schro-
dinger dependiente del tiempo:
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. d A
ih—|¥(1)) = H[¥(1))

Para un hamiltoniano H independiente del tiempo, el estado del sistema en un instante ¢
se obtiene mediante la aplicacién del operador de evolucién temporal U (f):

[®(6)) = U()[%(0))

La definicién formal del operador de evolucion temporal a partir de los primeros principios
es:

U(t) = exp (—%ﬁt)

El hamiltoniano del sistema de espin 1/2 estd definido por las matrices de Pauli &y y G5:

N 01
9% =11 0
. 1 0
%2 =10 -1

La expresion matricial del hamiltoniano H es:

H= — (BxGyx + B;07)

Para calcular las probabilidades de mediciéon de los observables de espin, es imperativo
establecer los estados propios del operador Sy:

ol
|—z>=((1))

Y los estados propios del operador S‘x:

EEL

e

Las restricciones probabilisticas dictan que la probabilidad P de medir un autovalor
asociado a un autoestado |p) en un sistema caracterizado por el estado |¥) es:

P = [{p|®)[?
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Seccién 2

Sustituyendo las componentes del campo magnético en el hamiltoniano:

H = -1 (36 + 467)

Se define el médulo del campo magnético:

|B| = V32 + 02 + 42

IB| =5

Se extrae un vector unitario 7 parametrizado por la direccién del campo:

3 4
ﬁ: _70’_
53)

El hamiltoniano se reescribe aislando la dependencia del vector unitario:

H =-5u(i- 3)

Sustituyendo el hamiltoniano en el operador de evolucién temporal:

N out .. s
O(t) = exp (i%(n : a))
Se define una fase adimensional para la precesién del espin:

st
h

El operador exponencial se expande mediante la serie de Taylor:

o) . k "
o =Y 5. 4k

= k!

Se aprovecha la propiedad ciclica del dlgebra del vector de matrices de Pauli (7 - 3)2 =1

N (=DP 5,
U(t Z (2p)' 2p+l(n 0)2(2 +1), p?PH

p:

Las sumatorias infinitas convergen a las funciones trigonométricas fundamentales:

U(t) =Tcosp+i(#i- 3’) sen @

Desarrollando la representacién matricial completa:



0(0 _[cos@p +inzsen @ inysen@
- iny sen @ cos @ — inz sen @

Introduciendo las proyecciones del vector unitario 7:

cosq0+i%sengo i%sengo )

.3 4
iz seng cos @ — iz sen @

U(t) = (

Se establece la condicién inicial en t = 0:

®(0)) = ((1,)

El estado estacionario evolucionado al instante t =T con fase asociada ® = 5uT /h es:

i%senCI) cos® —itsen®| |0

4 i3
W(T)) = (cos<I>+l5senCI> l5senCI> ) (1)

5

i%sen(l)

W(T)) = (

cosd + i% sen q))

Para el autovalor S, = +7/2, se proyecta la amplitud de probabilidad:

4
(+z|¥(T)) = cos® + ig sen ®

El moédulo al cuadrado determina la probabilidad exacta:

16
P(+2) =cos’ ® + — son @
25
16
P(+z) =1- son @ + 2—5se2nCD

9
P(+z)=1- ﬁsgnfb

Para el autovalor S; = —11/2, la amplitud correspondiente es:

(=z|¥(T)) = ig sen ®

Cuya norma cuadratica arroja la probabilidad complementaria:

9
P(-z) = %seznq)

Para el autovalor Sy = +7/2, se extrae la amplitud evaluando el producto interno:

(+x|W(T)) = 5o

(1 1) (cost + i% sen <I>)
5

1
V2
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(+x|®(T)) = % (cosCID + i% sen q))

La probabilidad de observacion es la magnitud al cuadrado de este escalar complejo:

1 49
P(+x) == (cos D+ % senq))

N |

4
P(+x) = 1—sen<I>+—gsenCI>
25

1 12
P(+ )_54‘%86211@

Para el autovalor Sy = —h/2, la amplitud ortogonal se calcula de manera homéloga:

(~x|W(T)) = — (1 1) (COS‘I’”%sen@)

ﬁ i3 sen ®

5
(=x|¥(T)) = 1 (cos@ + i1 sen ‘I))
= 7 =

Operando el médulo al cuadrado respectivo:
1 1
P(—x) = = |cos 2% + — sén @
25

1 1
P(—x) = 1-s6n® + — sén @
25

1 12
P(—x )—5—%86211@

Seccién 3 (Sintesis)

Ot cos(5g ) + i sen (%) lgsen(f’gt)
" if sen (%) COS(E”;I‘ ) - i%sen(%)
P(Sy = +Rh/2) =1 - 29_5Sgn (5/;LT)
P(S; = ~h/2) = o_stn (5f;lT)
P(Sy = +h/2) = = + %s@n (5/;1T)
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12 2 (5uT
n

1
P(Sy =-h/2) = 3" gsen

La dindmica probabilistica del espin exhibe oscilaciones de Rabi impulsadas por el acopla-
miento transversal del campo magnético, provocando precesién en torno a un eje inclinado
definido por el vector unitario 7. Las probabilidades resultantes respetan rigurosamente
el teorema de la conservacién de la probabilidad, demostrando que la evolucién unitaria
preserva la norma del estado cuantico global.

e Los experimentadores Alice y Bob efectian medidas en el estado:

1
lp) = $(|+, +)+ =), (52)
siendo
+.+H) =+, [--)=[-)®-),
y
Oz|%) = £|£). (53)

Alice mide el espin de la primera particula en la direccién del vector unitario d, mientras
que Bob mide el espin de la segunda particula en la direccién del vector unitario b.

Los vectores d y b son unitarios y ambos estan contenidos en el plano xz.

a) Calctlese la probabilidad de que las medidas den resultados iguales.

b) Obténgase la probabilidad de que los resultados sean distintos.

Seccién 1

El estado del sistema cuantico bipartito se define en el espacio de Hilbert producto tensorial
H = Hy ® Hp, formulado en la base de autoestados del operador G,:

1
) = N (HelH+-)el))

La medida del espin a lo largo de una direccién arbitraria unitaria 71 estd dictaminada por
el operador observable construido mediante el producto escalar entre el vector direccion y

el vector de matrices de Pauli &
a—fi = ’71 . 5 = nxa-x +ny6'y + nzaz
Dado que las mediciones ocurren estrictamente en el plano xz, la componente en y es nula.

Todo vector unitario en este plano queda completamente parametrizado por un angulo
polar O respecto al eje z:

n=(senB,0,cos0)

Sustituyendo las matrices de Pauli estandar, el operador para una medida en el plano xz
se expresa matricialmente como:
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Al _ 601 61 0) _ (cos@ senf
O =senUiy o) €88 g _1] = |sen6 —cosd

La probabilidad de ocurrencia para resultados combinados en sistemas bipartitos se deter-
mina por el médulo al cuadrado de la proyeccion del estado inicial sobre la base tensorial
propia de los observables medidos:

P(A,B) = |({aal ® (bs) |¢)I*

Seccién 2

Para evaluar las probabilidades, es imperativo obtener analiticamente los autoestados |n, )
y |n_) del operador G;. Se parte de la ecuacién fundamental de autovalores:

Giilne) = £|ny)

Planteando el sistema lineal para el autovalor +1 con un vector de estado general en forma

de columna:
cos® senf | [a) _ 1[4
sen@ —cosO|\B| ~ + B

Extrayendo la primera ecuacién del sistema:

acosO + fsenb =«

Bsenf = (1 — cosB)

Se aisla la componente 8 en funcién de a:

6_a1—cose

sen O

Aplicando las identidades trigonométricas del 4ngulo mitad:

B 2 sen? (%) B 0
- 052 sen (%) coS (%) S (5)

Se impone la condicién obligatoria de normalizacién para que el estado represente una
probabilidad fisica valida:

o+ 181* = 1

v (2] -3

Mediante la relacién pitagérica fundamental se resuelve para a:
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|et|? sec? (9) =1 = a =cos (9)
2 2

Sustituyendo retrospectivamente se halla 3:

e (3 9] <o)

El autoestado normalizado correspondiente al autovalor +1 es:

|n) =cos(g) [+) +sen( ) |-

Por el principio de ortogonalidad del espacio de Hilbert ({(n.|n_) = 0), se deduce de forma
directa el autoestado correspondiente a —1:

n_) = —sen(z) [+) +cos( )l )

Para la particula 1 medida por Alice en la direccién a definida por el angulo 6, y la

particula 2 medida por Bob en la direccién b con el angulo 6p, se construyen los proyectores
tensoriales. Primero, calculamos la amplitud de obtener ambos resultados positivos (+, +):

(@bl = [cos %] o1+ sem ) 1| @ on ) ¢4+ en ) -

Evaluando el producto interno con el estado |@):

(a4, bylp) = % lcos (%) cos (62 ) (++|++) +sen (92 )sen (é’) (——| - _>l

(a+, bil|p) = % lcos (%a) cos (62—b) + sen (%) sen (%)l

Utilizando la identidad trigonométrica del coseno de la diferencia:

1 64— 6p
(at,bilp) = @ COS( 2 )

Se procesa idénticamente la amplitud para que ambos resultados sean negativos (—, —):

b ) ) (2]




La probabilidad total de obtener mediciones iguales P- suma el cuadrado de ambas
amplitudes:

P- = [{a+, bs|)I* + [{a-, b-|p)?

2 2 2 2

P_ = cos? M
- 2

Para los eventos dispares, se evalia la amplitud del resultado (+, —):

S C[SE IR

Aplicando la identidad trigonométrica del seno de la diferencia:

1 B4 — 6p
<a+’b—|¢> - \/5861’1( 92 )

Anélogamente, se calcula la amplitud del evento contrario (—, +):

il

1 B4 — 6p
=[5

La probabilidad total de obtener mediciones diferentes P es la suma cuadratica de estas
proyecciones ortogonales:

P, = [{as, b-|p)|* + [{a-, bs|g)I?

P, = lsezn(ea _eb) + lseQn(ea _eb)
2 2 2 2

6,-06
P¢=Se2n( a2 b)

Las relaciones geométricas de los vectores directores implican que el producto escalar es
el coseno del angulo que forman. Definiendo dicho producto escalar mediante el dngulo
relativo:

G- b =cos(6g — Op)

Las identidades de potencia trigonométrica permiten reescribir ambas probabilidades de
forma explicita en términos vectoriales puros:
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1 + cos(8, — 6p) _1+5-I;

COS2 (ea _ eb)

2 2 2
2 (60—-0,\ 1-cos(6a—06,) 1-a-b
sen = =
2 2 2
Seccién 3 (Sintesis)
1+d-b 1-d-b
P, iguales — T, Paistintos = T

Estas funciones probabilisticas evidencian de manera analitica la conservacién de la pro-
babilidad total (P= + P = 1) y manifiestan la firma de las correlaciones perfectas propias
de un estado EPR méaximamente entrelazado. La dependencia exclusiva en el producto

escalar @ - b demuestra la invarianza rotacional del entrelazamiento y rige directamente
las cotas que vulneran las desigualdades de Bell en variables ocultas locales.

« Un sistema de dos niveles esta en un estado caracterizado por la matriz densidad:

o =3I+ 3 (z - %) 12l 3 (i + %) 2410 + 5 12)2), (54)

siendo {|1),|2)} una base ortonormal del espacio de Hilbert de dos dimensiones.

El hamiltoniano del sistema es:

H =w (|1)¢2] +|2)¢1]). (55)
Si medimos la energia del sistema en este estado:

a) ;Qué resultados podemos obtener y con qué probabilidades?

b) {Cuél es el valor medio de la energia en esta medida?

Seccién 1

El estado de un sistema cudntico estadistico o mezcla se describe univocamente mediante
el operador matriz densidad p:

p= Z il (Wil

Para representar un estado fisico valido, la matriz densidad debe cumplir las condiciones
fundamentales de hermiticidad y traza unitaria:

p=p" Tr(p) =1
Para un observable representado por el operador hermitiano H con autoestados orto-

normales |E,) y autovalores Ej, el postulado de la medida dicta que la probabilidad de
obtener el valor E;,, se define mediante:
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P(Ey) = Tr(PAlEannl) = <En|16|En>
El valor esperado del observable se obtiene a partir de la suma ponderada de probabilidades

espectrales, o equivalentemente, mediante la traza del producto matricial de los operadores
correspondientes:

(A) = )" P(Ep)En = Tx(pH)

Se define la representaciéon matricial de los operadores proyectando sobre la base ortonor-
mal canénica del espacio de Hilbert {|1),[2)}:

-l ol

La representacion matricial del hamiltoniano H en la base dada se obtiene calculando los
elementos de matriz H;; = (i|H|j):

Seccién 2

v [0 @
m- g

Para determinar los resultados posibles de la medida de la energia, se debe resolver la
ecuacion secular y encontrar el espectro de H:

det(PAI —Ef) =0

‘—E w

_ 72 2 _
w _E'—E —w* =0

Los autovalores de energia posibles para el sistema son:

E.=w, E._=-w

Los autoestados correspondientes se obtienen resolviendo analiticamente el sistema alge-
braico H|E.) = E.|E.) e imponiendo la normalizacién:

_L 1
|E+>_\/§(|1>+|2>) \/5(1)

~ Loy =Lt
IE—>—\/§(I1> 12)) \5(_1)

El operador p se expresa matricialmente ordenando sus coeficientes cruzados de las bases
diddicas |i)(j|:



Se expanden los elementos fuera de la diagonal principal para separar las partes real e
imaginaria de las coherencias:

5 +i1
P12 = 3
R 1 11
P21 = 5

s 3, b
P=1_1_;1 1
6 3 2

Se evalta la probabilidad de medir el nivel superior de energia E.:

P(E;) = (E+|p|E+)

1 TR e A
P(Ey) = 5 (1 1) (_12_ il 6l 3) (1)
6 3 2

Se ejecuta secuencialmente el producto matricial:
1 1

11 1 1 1 1 1
P(E)==|=—=+4iz———i-+=
22 63 6 3 2

Se reducen algebraicamente las componentes complejas, las cuales se cancelan estricta-
mente debido a la hermiticidad:

6

OECE

P(E,) :%(1_2) =

A continuacién, se calcula la probabilidad de medir el nivel inferior de energia E_:

P(E-) = (E_I|E-)
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6 3 6 3 2

1 2 1[4 2
P(E))==|1+=]==|=]==
2 6 213 3
Para determinar el valor esperado de la energia, se computa la matriz resultante del
producto de los operadores pH':

11 1 1 1 1 1
P(E—)=§(§+——i—+—+i—+—)

1 1, ;1
A L 14l (0 w
i3 3 J\@ 0
1 -1 W
n [w(—z+iz @
,oH:( (GQ 3) a)(—f—il))
2 6 '3

La traza de este nuevo operador proporciona invariablemente el valor de expectacién (H):

m-vn-e )4

Seccién 3 (Sintesis)
Resultado Final:

1 2 A W
P@ =3 P(-w) =% (H)=-3
Justificacién Final: El sistema tinicamente puede colapsar a los autovalores estacionarios
de la energia dictaminados por la simetria de intercambio del hamiltoniano. La asimetria
intrinseca en la distribucién de probabilidades surge estrictamente de las coherencias
cuénticas (la parte real de los elementos no diagonales de p), provocando un desplazamiento
neto del valor esperado de la energia hacia el estado inferior.
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